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Study, analysis and evaluation of the factor that 

influence the creation of the 2D and 3D Boundary 

Element Method (BEM) mathematical model. 
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Preface:  
The main goal of the current assignment is to analyze the process of BEM (Boundary Elements 

Method) on standard steel sections using 2nd Lagrange elements. The purpose of this analysis is 

to find the optimal mesh rate per section, in which the value of the maximum torsional stress is 

real. 

In order to approach this ideal value of mesh, I made over 750 in total of trials. The results are 

shown in excel tables and charts for easy comparison and convenience. CAD system via 

programming environment and BEM program, enabling me to work and complete my 

assignment. 
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Boundary Elements Methodύ ˉʱ˄˖ ˋʶ ˍˎˉˇˉˇʽʹ˃ʷ˄ʶˌ ˃ʶˍʰ˂˂ʽˁʷˌ ʵʽʰˍˇ˃ʷˌ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽ˗˄ˍʰˌ нˇ ˎ
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ɼɳʊɮɽɮɹʁ м:̌ ɸʶ˖ˊʹˍʽˁʺ ɮ˄ʰ˒ˇˊʱ 

1.1 CAD 
Computer-aided design 

1.1.1 ɳʽˋʰʴ˖ʴʺ 
O̔  ʵʽʱ˒ˇˊʶˌ ʰ˄ʱʴˁʶˌ ˍ˖˄ ˁʰˍʰ˄ʰ˂˖ˍ˗˄ ˋʶ ˋˎ˄ʵˎʰˋ˃ˈ ˃ʶ ˍˇ ʰ˄ˍʰʴ˖˄ʽˋˍʽˁˈ ˉʶˊʽʲʱ˂˂ˇ˄ ʷ˔ˇˎ˄ 
ˇʵʹʴʺˋʶʽ ˍˇˎˌ ˁʰˍʰˋˁʶˎʰˋˍʷˌΣ ˉˇˎ ˒ʽ˂ˇʵˇ˅ˇˏ˄ ˄ʰ ˉʶˍˏ˔ˇˎ˄Σ ˋˍʹ˄ ʰˉʰʾˍʹˋʹ ʴʽʰ ʲˊʱ˔ˎ˄ˋʹ ˍˇˎ 
ˁˏˁ˂ˇˎ ˁʱˉˇʽ˖˄ ˋˍʰʵʾ˖˄ ˉʰˊʰʴ˖ʴʺˌ ˈˉ˖ˌ ˇ ˋ˔ʶʵʽʰˋ˃ˈˌ ˁʰʽ ʹ ˁʰˍʰˋˁʶˎʺ ʶ˄ˈˌ ˉˊˇʿˈ˄ˍˇˌΦ  
 
ɾʾʰ ʰˉˈ ˍʽˌ ˉ˂ʷˇ˄ ˁʰˍʱ˂˂ʹ˂ʶˌ ˃ʶʻˈʵˇˎˌ ʴʽʰ ˍʹ˄ ˃ʶʾ˖ˋʹ ˍˇˎ ˁˏˁ˂ˇˎ ʰˎˍ˗˄ ˍ˖˄ ʵʽʰʵʽˁʰˋʽ˗˄ 
ʶʾ˄ʰʽ ʹ ζˉʰˊʱ˂˂ʹ˂ʹ ˃ʹ˔ʰ˄ʽˁʺη όŎƻƴŎǳǊǊŜƴǘ ŜƴƎƛƴŜŜǊƛƴƎύΣ ʹ ˇˉˇʾʰ ˉʶˊʽ˂ʰ˃ʲʱ˄ʶʽ ˍˇ ˋ˔ʶʵʽʰˋ˃ˈ 
ˁʰʽ ˍʹ˄ ˁʰˍʰˋˁʶˎʺ ˉʰˊʱ˂˂ʹ˂ʰΦ ʆˇ ˉʽˇ ʽˋ˔ˎˊˈ ʶˊʴʰ˂ʶʾˇ ˉˇˎ ˃ˉˇˊʶʾ ˄ʰ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽʹʻʶʾ ʴʽʰ ˄ʰ 
ˁʰˍʰˋˍʺˋʶʽ ˍʽˌ ˉʰˊʰˉʱ˄˖ ʵʽʰʵʽˁʰˋʾʶˌ ʰˉˇˍʶ˂ʶˋ˃ʰˍʽˁʷˌ ʶʾ˄ʰʽ ʷ˄ʰˌ ʹ˂ʶˁˍˊˇ˄ʽˁˈˌ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋˍʺˌΦ 
ʆˇ CAD (Computer Aided Designύ ˁʰʽ CAM (Computer !ƛŘŜŘ aŀƴǳŦŀŎǘǳǊƛƴƎύ ʷ˔ˇˎ˄ ʴʾ˄ʶʽ 
ʵʹ˃ˇ˒ʽ˂ʺˌ ˖ˌ ʶˊʴʰ˂ʶʾʰ ʰˉʰˊʰʾˍʹˍʰ ʴʽʰ ˍˇ ˋ˔ʶʵʽʰˋ˃ˈ ˁʰʽ ˍʹ˄ ˁʰˍʰˋˁʶˎʺ ˃ʷˋ˖ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋˍ˗˄ 
ˈˉ˖ˌ ʶˉʾˋʹˌ ˁʰʽ ˍˇ /!9 ό/ƻƳǇǳǘŜǊ !ƛŘŜŘ 9ƴƎƛƴŜŜǊƛƴƎύ ʴʽʰ ˍˇ˄ ʷ˂ʶʴ˔ˇ ˍ˖˄ ˉˊˇʿˈ˄ˍ˖˄ ˁʰʽ ˍˇ˄ 
ˁʰʻˇˊʽˋ˃ˈ ˍʹˌ ˔ˊʹˋˍʽˁˈˍʹˍʰˌ ˍ˖˄ ˃ʶˊ˗˄ ˍˇˎ ʶˁʱˋˍˇˍʶ ˉˊˇʿˈ˄ˍˇˌΦ (H. Toriya, H. Chiyokura, 
1993) 
 

мΦмΦн ʃʶˊʽʴˊʰ˒ʺ 
 ʅˎʴˁʶˁˊʽ˃ʷ˄ʰ ˍˇ CAD ʁ ʾ˄ʰʽ ʹ ˔ˊʺˋʹ ˍˇˎ ʹ˂ʶˁˍˊˇ˄ʽˁˇˏ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋˍʺ ˃ʶ ˋˁˇˉˈΥ 

 
¶ ʆʹ ʵʹ˃ʽˇˎˊʴʾʰ 

¶ ʆʹ ˍˊˇˉˇˉˇʾʹˋʹ 

¶ ʆʹ˄ ʰ˄ʱ˂ˎˋʹ ʺ ʲʶ˂ˍʽˋˍˇˉˇʾʹˋʹ ˍˇˎ ˋ˔ʶʵʽʰˋ˃ˇˏΦ  
 
ʆˇ ˂ˇʴʽˋ˃ʽˁˈ CAD ʺ ʰ˂˂ʽ˗ˌ CADD (Computer Aided Design and Draftingύ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽʶʾˍʶ ʴʽʰ ˄ʰ 
˃ʶʴʽˋˍˇˉˇʽʺˋʶʽ ˍʹ˄ ˉʰˊʰʴ˖ʴʽˁˈˍʹˍʰ ˍˇˎ ˋ˔ʶʵʽʰˋˍʺΣ ˄ʰ ʲʶ˂ˍʽ˗ˋʶʽ ˍʹ˄ ˉˇʽˈˍʹˍʰ ˍˇˎ ˋ˔ʶʵʽʰˋ˃ˇˏ 
ˁʰʽ ˄ʰ ʵʹ˃ʽˇˎˊʴʺˋʶʽ ˃ʽʰ ʲʱˋʹ ʵʶʵˇ˃ʷ˄˖˄ ʴʽʰ ˍʹ˄ ˉʰˊʰʴ˖ʴʺΦ ʆʰ CAD h ˊ˔ʶʾʰ ʷ˔ˇˎ˄ ʹ˂ʶˁˍˊˇ˄ʽˁʺ  
˃ˇˊ˒ʺ ˁʰʽ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽˇˏ˄ˍʰʽ ʴʽʰ ʶˁˍˏˉ˖ˋʹΣ ˁʰˍʶˊʴʰˋʾʰ ˁʰʽ ʱ˂˂ʶˌ ˁʰˍʰˋˁʶˎʰˋˍʽˁʷˌ 
ʵˊʰˋˍʹˊʽˈˍʹˍʶˌΦ 
 
ʆˇ /!5 ˃ˉˇˊʶʾ ˄ʰ  ˉʰˊʱʴʶʽΥ 
 
V ʵʽʰ˄ˎˋ˃ʰˍʽˁʱ ʴˊʰ˒ʽˁʱ ˈˉˇˎ ʰˉʶʽˁˇ˄ʾʸˇˎ˄ ˍʰ ʰ˄ˍʽˁʶʾ˃ʶ˄ʰ ˍʹˌ ˉʰˊʰʵˇˋʽʰˁʺˌ ˋ˔ʶʵʾʰˋʹˌ 

 
V ʴˊʰ˒ʽˁʱ ˉˇˎ ʵʶʾ˔˄ˇˎ˄ ˍʹ˄ ˋˎ˄ˇ˂ʽˁʺ ʶ˃˒ʱ˄ʽˋʹ ˍ˖˄ ˋ˔ʶʵʽʰˋ˃ʷ˄˖˄ ʰ˄ˍʽˁʶʽ˃ʷ˄˖˄ 

 
ʅˏ˃˒˖˄ʰ ˃ʶ ˍʹ˄ ʶ˒ʰˊ˃ˇʴʺ ʶʽʵʽˁ˗˄ ˋˎ˃ʲʱˋʶ˖˄ ˁʰʽ ˍˇ ʶʴ˔ʶʽˊʾʵʽˇ ˋ˔ʶʵʾʰˋʹˌ ˍ˖˄ ˍʶ˔˄ʽˁ˗˄ ˁʰʽ 
ˁʰˍʰˋˁʶˎʰˋˍʽˁ˗˄ ˋ˔ʶʵʾ˖˄Σ ˍʰ ʰˊ˔ʶʾʰ ʶ˅ˈʵˇˎ ˍˇˎ /!5 ʻʰ ˉˊʷˉʶʽ ˄ʰ ˋˎ˃ˉʶˊʽ˂ʰ˃ʲʱ˄ˇˎ˄ 
ˉ˂ʹˊˇ˒ˇˊʾʶˌΣ ˈˉ˖ˌ ˍʰ ˎ˂ʽˁʱΣ ˍʽˌ ʵʽʰʵʽˁʰˋʾʶˌΣ ˍʽˌ ʵʽʰˋˍʱˋʶʽˌ ˁʰʽ ˍʽˌ ʰ˄ˇ˔ʷˌΦ 
ʁˉˈˍʶ ˍˇ CAD ˃ ˉˇˊʶʾ ˄ʰ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽʹʻʶʾ ˁʰʽ ʴʽʰ ˍˇ ˋ˔ʶʵʽʰˋ˃ˈ ˁʰ˃ˉˎ˂˗˄ ˁʰʽ ˋ˔ʹ˃ʱˍ˖˄ ˋʶ ʵˏˇ 
ʵʽʰˋˍʱˋʶʽˌ όнDύ ʺ ˁʰ˃ˉˏ˂ʶˌΣ ʶˉʽ˒ʱ˄ʶʽʶˌΣ ˁʰʽ ˋˍʶˊʶʱ ˋʶ ˍˊʽˋʵʽʱˋˍʰˍˇ όоDύ ˔˗ˊˇΦ 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  13 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

 

ɳʾ˄ʰʽ ʶ˄ʵʽʰ˒ʷˊˇ˄ ˄ʰ ˋʹ˃ʶʽ˖ʻʶʾ ˉ˖ˌ ˍˇ CAD ʶʾ˄ʰʽ ˋʹ˃ʰ˄ˍʽˁˈ ʲʽˇ˃ʹ˔ʰ˄ʽˁˈ ʶˊʴʰ˂ʶʾˇ ˍʹˌ 
ʰˎˍˇˁʽ˄ʹˍˇʲʽˇ˃ʹ˔ʰ˄ʾʰˌΣ ˍʹˌ ˄ʰˎˉʹʴʽˁʺˌΣ ˍʹˌ ʰʶˊˇʵʽʰˋˍʹ˃ʽˁʺˌ ʲʽˇ˃ʹ˔ʰ˄ʾʰˌΣ ˍˇˎ ʲʽˇ˃ʹ˔ʰ˄ʽˁˇˏ 
ˁʰʽ ʰˊ˔ʽˍʶˁˍˇ˄ʽˁˇˏ ˋ˔ʶʵʽʰˋ˃ˇˏ ˁʰʽ ˋʶ ˉˇ˂˂ʱ ʱ˂˂ʰΦ ʆˇ CAD ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽʶʾˍʰʽ ʶˉʾˋʹˌ ʶˎˊʷ˖ˌ ʴʽʰ 
ˍʹ˄ ˉʰˊʰʴ˖ʴʺ ˁʽ˄ˇˎ˃ʷ˄˖˄ ˋ˔ʶʵʾ˖˄Σ ʴʽʰ ʶʽʵʽˁʱ ʶ˒ʷ ˋʶ ˍʰʽ˄ʾʶˌΣ ʵʽʰ˒ʹ˃ʽˋˍʽˁʱ ˁʰʽ ˍʰ ˍʶ˔˄ʽˁʱ 
ʶʴ˔ʶʽˊʾʵʽʰΣ ˉˇˎ ˋˎ˔˄ʱ ʰˉˇˁʰ˂ʶʾˍʰʽ DCC ŘƛƎƛǘŀƭ ŎƻƴǘŜƴǘ ŎǊŜŀǘƛƻƴΦ ʆˇ CAD ˎˉʺˊ˅ʶ ʰˁˈ˃ʹ 
ˋʹ˃ʰ˄ˍʽˁʺ ˁʽ˄ʹˍʺˊʽʰ ʵˏ˄ʰ˃ʹ ʴʽʰ ˍʹ˄ ʷˊʶˎ˄ʰ ˋˍʹ˄ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋˍʽˁʺ ʴʶ˖˃ʶˍˊʾʰΣ ˍʰ ʴˊʰ˒ʽˁʱ 
ˎˉˇ˂ˇʴʽˋˍ˗˄ όhardware ˁ ʰʽ softwareύΣ ˁʰʽ ˍʹ˄ ʵʽʰˁˊʽˍʱ ʵʽʰ˒ˇˊʽˁʺ ʴʶ˖˃ʶˍˊʾʰΦ 
 
ʆˇ /ƻƳǇǳǘŜǊ-ŀƛŘŜŘ ŘŜǎƛƎƴ ʶʾ˄ʰʽ ʷ˄ʰ ʰˉˈ ˍʰ ˉˇ˂˂ʱ ʶˊʴʰ˂ʶʾʰ ˉˇˎ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽˇˏ˄ˍʰʽ ʰˉˈ ˍˇˎˌ 
˃ʹ˔ʰ˄ʽˁˇˏˌ ˁʰʽ ˍˇˎˌ ˋ˔ʶʵʽʰˋˍʷˌ ˃ʶ ˉˇ˂˂ˇˏˌ ˍˊˈˉˇˎˌΣ ʰ˄ʱ˂ˇʴʰ ˃ʶ ˍˇ ʶˉʱʴʴʶ˂˃ʰ ˍˇˎ ˔ˊʺˋˍʹ ˁʰʽ 
ˍˇ˄ ˍˏˉˇ ˍˇˎ ʶ˄ ˂ˈʴ˖ ˂ˇʴʽˋ˃ʽˁˇˏΦ 
 
ʃ˂ʷˇ˄ ˍʰ ˂ˇʴʽˋ˃ʽˁʱ CAD ̄ ʶˊʽ˂ʰ˃ʲʱ˄ˇˎ˄ ʶˊʴʰ˂ʶʾʰ ˈˉ˖ˌΥ 
 

- Computer-aided engineering (CAE) h˄ ʱ˂ˎˋʹ ˉʶˉʶˊʰˋ˃ʷ˄˖˄ ˋˍˇʽ˔ʶʾ˖˄ Finite element 
analysis (FEA) 

- Computer-aided manufacturing (CAM) ̀ˎ˃ˉʶˊʽ˂ʲʰ˄ˇ˃ʶ˄˖˄ ˇʵʹʴ˗˄ ʴʽʰ ˍʹˌComputer 
Numerical Control (CNC) ˃ ʹ˔ʰ˄ʷˌ 

- ʊ˖ˍˇˊʶʰ˂ʽˋˍʽˁʱ ˁʰʽ ʃˊˇˋˇ˃ˇʾ˖ˋʹˌ ˁʾ˄ʹˋʹˌ 
- ɲʽʰ˔ʶʾˊʽˋʹˌ ʶʴʴˊʱ˒˖˄ ˁʰʽ ʷ˂ʶʴ˔ˇˌ ʰ˄ʰʻʶ˗ˊʹˋʹˌ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽ˗˄ˍʰˌ Product Data 

Management (PDM). 

 
ʅ˔ʺ˃ʰ 1Υ ʆˇ CAD ̟ ˌ ˁˏˍˍʰˊˇ 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  14 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

ʆˇ CAD ʷ˔ʶʽ ʰˉˇʵʶʽ˔ʻʶʾ ˈˍʽ ʶʾ˄ʰʽ ˔ˊʺˋʽ˃ˇ ʴʽʰ ˍˇˎˌ ˃ʹ˔ʰ˄ʽˁˇˏˌ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽ˗˄ˍʰˌ ˍʷˋˋʶˊʶʽˌ 
ʽʵʽˈˍʹˍʶˌ ˈˉ˖ˌ ˍˇ ʽˋˍˇˊʽˁˈΣ ˍʰ ˔ʰˊʰˁˍʹˊʽˋˍʽˁʱΣ ʹ ˉʰˊʰ˃ʶˍˊˇˉˇʾʹˋʹΣ ˁʰʽ ˇʽ ˉʶˊʽˇˊʽˋ˃ˇʾ ˎ˕ʹ˂ˇˏ 
ʶˉʽˉʷʵˇˎΦ ʆˇ ʽˋˍˇˊʽˁˈ ˍ˖˄ ˁʰˍʰˋˁʶˎ˗˄ ˃ˉˇˊʶʾ ˄ʰ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽʹʻʶʾ ʴʽʰ ˄ʰ ˁˇʽˍʱ˅ˇˎ˃ʶ ˉʾˋ˖ ˋʶ 
ˉˊˇˋ˖ˉʽˁʱ ˔ʰˊʰˁˍʹˊʽˋˍʽˁʱ ˍˇˎ ˃ˇ˄ˍʷ˂ˇˎ ˁʰʽ ˄ʰ ʶˊʴʰˋˍˇˏ˃ʶ ʴʽʰ ˃ʽʰ ˋˎʴˁʶˁˊʽ˃ʷ˄ʹ ˉʶˊʽˇ˔ʺ ˁʰʽ 
ˈ˔ʽ ʴʽʰ ˇ˂ˈˁ˂ʹˊˇ ˍˇ ˃ˇ˄ˍʷ˂ˇΦ ʁʽ ˉʰˊʱ˃ʶˍˊˇʽ ˁʰʽ ˇʽ ˉʶˊʽˇˊʽˋ˃ˇʾ ˃ˉˇˊʶʾ ˄ʰ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽʹʻˇˏ˄ ʴʽʰ 
ˍˇ˄ ˉˊˇˋʵʽˇˊʽˋ˃ˈ ˍˇˎ ˃ʶʴʷʻˇˎˌΣ ˍˇ ˋ˔ʺ˃ʰΣ ˁʰʽ ʱ˂˂ʶˌ ʽʵʽˈˍʹˍʶˌ ˍ˖˄ ʵʽʰ˒ˈˊ˖˄ ˋˍˇʽ˔ʶʾ˖˄ 
˃ˇ˄ˍʶ˂ˇˉˇʾʹˋʹˌΦ ʆʰ ˔ʰˊʰˁˍʹˊʽˋˍʽˁʱ ˍˇˎ ˋˎˋˍʺ˃ʰˍˇˌ CAD ˃ˉˇˊʶʾ ˄ʰ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽʹʻˇˏ˄ ʴʽʰ ˍʹ 
˃ʷˍˊʹˋʹ ˈˉ˖ˌ ʰ˄ˍˇ˔ʺ ˋʶ ʶ˒ʶ˂ˁˎˋ˃ˈΣ ʰ˄ˍˇ˔ʺ ʵʽʰˊˊˇʺˌΣ ʹ˂ʶˁˍˊʽˁʷˌ ʺ ʹ˂ʶˁˍˊˇ-˃ʰʴ˄ʹˍʽˁʷˌ 
ʽʵʽˈˍʹˍʶˌΣ ˍʹ˄ ˍʱˋʹΣ ˍʹ˄ ˉʾʶˋʹ ʺ ˉ˗ˌ ˍˇ ˋˍˇʽ˔ʶʾˇ ʶˉʹˊʶʱʸʶˍʰʽ ˋʶ ˇˊʽˋ˃ʷ˄ʶˌ ʻʶˊ˃ˇˁˊʰˋʾʶˌΣ ˁΦ˂ˉΦ 
˃ʷˋ˖ ˃ʽʰˌ ˉ˂ʹʻ˗ˊʰˌ ʶˊʴʰ˂ʶʾ˖˄Φ (K. Lalit Narayan, M.M.M. Sarcar, K. Mallikarjuna Rao 2008) 
 

1.1.3 ɹˋˍˇˊʽˁʱ ˋˍˇʽ˔ʶʾʰ 
ʆˇ ɹ˄ˋˍʽˍˇˏˍˇ ʆʶ˔˄ˇ˂ˇʴʾʰˌ ˍʹˌ ɾʰˋʰ˔ˇˎˋʷˍʹˌ όaL¢ύ ˍˇ мфрф ʶʾ˄ʰʽ ˎˉʶˏʻˎ˄ˇ ʴʽʰ ˍˇ ˉˊ˗ˍˇ ʷˊʴˇ 
˃ʶʴʱ˂ʹˌ ˁ˂ʾ˃ʰˁʰˌ ʴʽʰ ˍʹ˄ ʰ˄ʱˉˍˎ˅ʹ ˍˇˎ ˋˎˋˍʺ˃ʰˍˇˌ CAD ˉˇˎ ʻʰ ʶˉʶ˅ʶˊʴʰʸˈˍʰ˄ ˋ˔ʷʵʽʰ ˋʶ 
ʹ˂ʶˁˍˊˇ˄ʽˁˇˏˌ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋˍʷˌΦ ʆˇ ʶʴ˔ʶʾˊʹ˃ʰ ʰˎˍˈ ˇ˂ˇˁ˂ʹˊ˗ʻʹˁʶ ˋˍʽˌ ʰˊ˔ʷˌ ˍʹˌ ʵʶˁʰʶˍʾʰˌ ˍˇˎ 
мфсл ʰˉˈ ˍˇ˄ {ǳǘƘŜǊƭŀƴŘ ˁʰʽ ʶʾ˔ʶ ˉʰˊˇˎˋʽʰˋˍʶʾ ˖ˌ {KETCHPADΦ ʃʰˊˈ˂ˇ ˉˇˎ ˍˇ ˋˏˋˍʹ˃ʰ 
SKETCHPAD ̋ ˍʰ˄ ʷ˄ʰ ˉˊ˗ʽ˃ˇ ˋˏˋˍʹ˃ʰ ʶˉʶ˅ʶˊʴʰˋʾʰˌ ˋ˔ʶʵʾʰˋʹˌΣ ˉʶˊʽ˂ʱ˃ʲʰ˄ʶ ˍʽˌ ˉʶˊʽˋˋˈˍʶˊʶˌ 
ʰˉˈ ˍʽˌ ʷ˄˄ˇʽʶˌ ˉˇˎ ˎˉʱˊ˔ˇˎ˄ ˋˍˇ ˋʹ˃ʶˊʽ˄ˈ ʵʽˋʵʽʱˋˍʰˍˇ ˋˏˋˍʹ˃ʰ /!5Φ ʆʹ˄ ʾʵʽʰ ˉʶˊʾˇʵˇ ʹ 
DŜƴŀǊŀƭ aƻǘƻǊǎ ʰ˄ʷˉˍˎ˅ʶ ʷ˄ʰ ˋˏˋˍʹ˃ʰ /!5 ʴʽʰ ˍˇ ˋ˔ʶʵʽʰˋ˃ˈ ʰˎˍˇˁʽ˄ʺˍ˖˄ ˉˇˎ ˇ˄ˇ˃ʱʸʶˍʰʽ 
DAC-мΣ ˁʰʻ˗ˌ ˁʰʽ ʷ˄ʰ ʶˉʽ˔ʶʽˊʹ˃ʰˍʽˁˈ ˋˏˋˍʹ˃ʰ ˍˇ /!5!a ˍʹˌ [ƻŎƪƘŜŜŘ /ƻǊǇΦ ˍˇ ˇˉˇʾˇ ʶʾ˔ʶ ˍʶʻʶʾ 
ˋʶ ˉˊʰˁˍʽˁʺ ˔ˊʺˋʹ ˍˇ мфстΦ ɮˊʴˈˍʶˊʰ ˍˇ мфсуΣʹ !ǇǇƭƛŎƻƴ /ƻǊǇΦ ˉʰˊˇˎˋʾʰˋʶ ˍˇ !D{ ˁʰʽ ˍˇ мфсф 
ʹ /ƻƳǇǳǘŜǊ ±ƛǎƛƻƴ /ƻǊǇΦ ˉʰˊˇˎˋʾʰˋʶ ˍˇ /!55{Φ ʆʰ ˋˎˋˍʺ˃ʰˍʰ ʰˎˍʱ ʰ˄ʰʲʰʻ˃ʾˋˍʹˁʰ˄ ˃ʶ ˍʹ 
ˋˏ˄ʵʶˋʹ ʶ˄ˈˌ ˃ʾ˄ʽ-ˎˉˇ˂ˇʴʽˋˍʺ ˋʶ ʷ˄ʰ ʶʽʵʽˁˈ ˍʶˊ˃ʰˍʽˁˈ ʴˊʰ˒ʽˁ˗˄Φ ɮˎˍˈˌ ˇ ˍˏˉˇˌ ˋˎˋˍʺ˃ʰˍˇˌ 
ʷʴʽ˄ʶ ʵʹ˃ˇ˒ʽ˂ʺˌ ˋˍʰ ˍʷ˂ʹ ˍʹˌ ʵʶˁʰʶˍʾʰˌ ˍˇˎ мфтлΦ ɾʶˍʱ ʰˉˈ ʰˎˍˈΣ ʹ !ǳǘƻŘŜǎƪ /ƻǊǇΦ 
ˉʰˊˇˎˋʾʰˋʶ ˍˇ !ǳǘƻ/!5Σ ˋˏˋˍʹ˃ʰ н-ʵʽʰˋˍʱˋʶ˖˄ /!5 ˉˇˎ ˂ʶʽˍˇˎˊʴʶʾ ˋʶ ˉˊˇˋ˖ˉʽˁˇˏˌ 
ˎˉˇ˂ˇʴʽˋˍʷˌΦ ʆˇ ˃ʶʴʱ˂ˇ ˋʶ ˉ˖˂ʺˋʶʽˌ ˋˏˋˍʹ˃ʰ ʰˎˍˈΣ ˉʰˊʶʾ˔ʶ ˋˍˇˎˌ ˔ˊʺˋˍʶˌ ˍˇ ул ˍˇʽˌ ʶˁʰˍˈ 
ˍ˖˄ ˂ʶʽˍˇˎˊʴʽ˗˄ ˍʹˌ ˃ʶʴʱ˂ʹˌ ˁ˂ʾ˃ʰˁʰˌ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋˍ˗˄ ʰ˂˂ʱ ˃ʶ ˔ʰ˃ʹ˂ˈˍʶˊˇ ˁˈˋˍˇˌΦ ɶ ʶˉʽˍˎ˔ʾʰ 
ˍˇˎ !ǳǘƻ/!5 ˋˎ˄ʷʲʰ˂ʶ ˋʶ ˃ʶʴʱ˂ˇ ʲʰʻ˃ˈ ˋˍʹ˄ ʶ˅ʱˉ˂˖ˋʹ ˍ˖˄ ˋˎˋˍʹ˃ʱˍ˖˄ /!5Φ (H. Toriya, H. 
Chiyokura, 1993) 
 
ʅˍʰ ˃ʷˋʰ ˍʹˌ ʵʶˁʰʶˍʾʰˌ ˍˇˎ мфтлΣ ˈˉˇˎ ʹ ˋ˔ʶʵʾʰˋʹ ˃ʶ ˍʹ ʲˇʺʻʶʽʰ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋˍʺ ʱˊ˔ʽˋʶ ˄ʰ ˉʰˊʷ˔ʶʽ 

ˉʶˊʽˋˋˈˍʶˊʶˌ ʵˎ˄ʰˍˈˍʹˍʶˌΣ ʷʴʽ˄ʶ ʰ˄ˍʽ˂ʹˉˍˈ ʰˉˈ ˍʽˌ ʶˉʽ˔ʶʽˊʺˋʶʽˌ ˍˇ ˈ˒ʶ˂ˇˌ ˍˇˎ ˁˈˋˍˇˎˌ ˄ʰ 

ˋˍˊʰ˒ˇˏ˄ ˋʶ CAD ˂ ˇʴʽˋ˃ʽˁʱΦ ʆˇ ˈ˒ʶ˂ˇˌ ʰˎˍˈ ʺˊʻʶ ˃ʶ ˍʹ˄ ʵˎ˄ʰˍˈˍʹˍʰ ˍ˖˄ ˋˎˋˍʹ˃ʱˍ˖˄ CAD ˄ ʰ 

˃ˉˇˊˇˏ˄ ˄ʰ ˉʰˊʱʴˇˎ˄ ʰˎˍˇ˃ʰˍˇˉˇʽʹ˃ʷ˄ʹ ˉʰˊʰʴ˖ʴʺ Bill of Material όʃʾ˄ʰˁʰ ʇ˂ʽˁ˗˄ύΣ ˍʹ˄ 

ʰˎˍˈ˃ʰˍʹ ʵʽʱˍʰ˅ʹ ˋʶ ˇ˂ˇˁ˂ʹˊ˖˃ʷ˄ʰ ˁˎˁ˂˗˃ʰˍʰΣ ʷ˂ʶʴ˔ˇˌ ˉʰˊʶ˃ʲˇ˂˗˄Σ ˁʰʽ ˉˇ˂˂ʱ ʱ˂˂ʰΦ ɴˍˋʽ 

˂ˇʽˉˈ˄ ˃ʷˋ˖ ˍˇˎ CAD ʶˉʽˍˎʴ˔ʱ˄ʶˍʶ ʹ ʽˁʰ˄ˈˍʹˍʱ ˍˇˎ ˋ˔ʶʵʽʰˋˍʺ ˄ʰ ʶˁˍʶ˂ʶʾ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋ˃ˇˏˌ 

˃ʹ˔ʰ˄ʽˁʺˌΦ (K. Lalit Narayan, M.M.M. Sarcar, K. Mallikarjuna Rao 2008) 

ʆˇ CAD ʺˍʰ˄ ˃ʽʰ ˃ʶʴʱ˂ʹ ʶˉʰ˄ʰˋˍʰˍʽˁʺ ʰ˂˂ʰʴʺ ˋˍˇ˄ ˁ˂ʱʵˇ ˍʹˌ ˃ʹ˔ʰ˄ʽˁʺˌΣ ˈˉˇˎ ˇʽ ˊˈ˂ˇʽ ˍʹˌ 

ˋ˔ʶʵʾʰˋʹˌ ˁʰʽ ˍʹˌ ˃ʹ˔ʰ˄ʽˁʺˌ ʰˊ˔ʾʸˇˎ˄ ˄ʰ ˋˎʴ˔˖˄ʶˏˇ˄ˍʰʽ ˃ʶ ʰˉˇˍʷ˂ʶˋ˃ʰ ˁʰʽ ˍʹ˄ ˋˎʴ˔˗˄ʶˎˋʹ 

ˍ˃ʹ˃ʱˍ˖˄Φ ʆˇ CAD ʁ ʾ˄ʰʽ ˉʰˊʱʵʶʽʴ˃ʰ ˍʹˌ ʶˉʾʵˊʰˋʹˌ ˍ˖˄ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋˍ˗˄ ˋˍʹ˄ ʲʽˇ˃ʹ˔ʰ˄ʾʰΦ 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  15 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

1.2 API 
ʆˇ Application Programming Interface ʺ ʰ˂˂ʽ˗ˌ API ʶʾ˄ʰʽ ʷ˄ʰ ˋˏ˄ˇ˂ˇ ˇˊʽˋ˃˗˄ ˎˉˇˊˇˎˍʽ˄˗˄Σ 

ˉˊ˖ˍˇˁˈ˂˂˖˄Σ ˁʰʽ ʶˊʴʰ˂ʶʾ˖˄ ˃ʶ ˋˁˇˉˈ ˍʹ ʵʹ˃ʽˇˎˊʴʾʰ ˂ˇʴʽˋ˃ʽˁˇˏ ˁʰʽ ʶ˒ʰˊ˃ˇʴ˗˄Φ ɴ˄ʰ ˁʰ˂ˈ API 

ˁʰʻʽˋˍʱ ʶˎˁˇ˂ˈˍʶˊˇ ˄ʰ ʰ˄ʰˉˍˎ˔ʻʶʾ ʷ˄ʰ ˉˊˈʴˊʰ˃˃ʰΣ ˉʰˊʷ˔ˇ˄ˍʰˌ ˈ˂ʰ ˍʰ ʵˇ˃ʽˁʱ ˋˍˇʽ˔ʶʾʰΣ ˍʰ 

ˇˉˇʾʰ ˋˍʹ ˋˎ˄ʷ˔ʶʽʰ ʻʰ ˍˇˉˇʻʶˍˇˏ˄ˍʰʽ ʰˉˈ ˍˇ˄ ˉˊˇʴˊʰ˃˃ʰˍʽˋˍʺΦ  

ʁ ˋˍˈ˔ˇˌ ʶ˄ˈˌ API ʶʾ˄ʰʽ ˄ʰ ʶˉʽˍˊʷ˕ʶʽ ˋˍˇˎˌ ˉˊˇʴˊʰ˃˃ʰˍʽˋˍʷˌ ˄ʰ ʴˊʱ˕ˇˎ˄ ˉˊˇʴˊʱ˃˃ʰˍʰ ˉˇˎ 

ʵʶ˄ ʻʰ ˉʱ˕ˇˎ˄ ˄ʰ ˂ʶʽˍˇˎˊʴˇˏ˄ ˈˍʰ˄ ˍˇ ʶˁʱˋˍˇˍʶ ˋˏˋˍʹ˃ʰ ʰ˄ʰʲʰʻ˃ʾʸʶˍʰʽΦ ʆʰ APIs ʶ̄ ʾˋʹˌ 

ˁʰʻˇˊʾʸˇ˄ˍʰʽ ʰˉˈ ʽˋˍˇˋʶ˂ʾʵʶˌ ˈˉ˖ˌ ʴʽʰ ˉʰˊʱʵʶʽʴ˃ʰΣ ˍˇ eBay API ʵʾ˄ʶʽ ˍʹ ʵˎ˄ʰˍˈˍʹˍʰ ˋˍˇˎˌ 

ˉˊˇʴˊʰ˃˃ʰˍʽˋˍʷˌ ˄ʰ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽˇˏ˄ ˍʹ˄ ˎˉʱˊ˔ˇˎˋʰ ˎˉˇʵˇ˃ʺ ˂ʽʰ˄ʽˁʺˌ ʴʽʰ ˄ʰ ʵʹ˃ʽˇˎˊʴʺˋˇˎ˄ 

ʶ˅ʶʽʵʽˁʶˎ˃ʷ˄ʰ ˁʰˍʰˋˍʺ˃ʰˍʰ ɹˋˍˇˏ. 

API ˂ ˇʽˉˈ˄ ˃ˉˇˊʶʾ ˄ʰ ʶʾ˄ʰʽΥ  

ω web-based ̀ ˏˋ̱́ ˃ʰ 

ω ˂ʶʽˍˇˎˊʴʽˁˈ ˋˏˋˍʹ˃ʰ 

ω ˋˏˋˍʹ˃ʰ  ʲʱˋʹˌ ʵʶʵˇ˃ʷ˄˖˄ 

ω hardware ˎ ˉˇ˂ˇʴʽˋˍʺ ʺ  ʲʽʲ˂ʽˇʻʺˁʹ ˂ˇʴʽˋ˃ʽˁˇˏ 

 

ʆˇ API ˃ˉˇˊʶʾ ˄ʰ ʻʶ˖ˊʹʻʶʾ ʽʵʰ˄ʽˁˈ ʴʽʰ ˍˇˎˌ ˉˊˇʴˊʰ˃˃ʰˍʽˋˍʷˌ ˉˇˎ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽˇˏ˄ ˍʶ˔˄ˇ˂ˇʴʾʶˌ 

ˋʶ ˎˉˈ ˁʰˍʰˋˁʶˎʺ ʶ˒ʰˊ˃ˇʴʷˌΦ ɮˁˈ˃ʹ ˎˉʱˊ˔ʶʽ ʹ ʵˎ˄ʰˍˈˍʹˍʰ ˄ʰ ʵ˗ˋʶʽ ˋˍˇ˄ ˉˊˇʴˊʰ˃˃ʰˍʽˋˍʺ 

˃ʽʰ ˂ʶʽˍˇˎˊʴʾʰ ˉˇˎ ʰ˄ˍʽʴˊʱ˒ʶʽ ʷ˄ʰ ʰˊ˔ʶʾˇ ʰˉˈ ˃ʽʰ ʻʷˋʹ ˋʶ ˃ʽʰ ʱ˂˂ʹ ˔˖ˊʾˌ ˄ʰ ʰˉʰʽˍʶʾˍʰʽ ˇ 

ˉˊˇʴˊʰ˃˃ʰˍʽˋˍʺˌ ˄ʰ ˁʰˍʰ˄ˇʺˋʶʽ ˍʽˌ ˂ʶʽˍˇˎˊʴʾʶˌ ˍˇˎ ˋˎˋˍʺ˃ʰˍˇˌ ʰˊ˔ʶʾ˖˄ ˉˇˎ ˋˎ˃ʲʰʾ˄ˇˎ˄ ˋˍˇ 

ˉʰˊʰˋˁʺ˄ʽˇΦ 

ɴ˄ʰ ʶˏˁˇ˂ˇ ˉʰˊʱʵʶʽʴ˃ʰ API ˉˇˎ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽʶʾˍʰʽ ʰˉˈ ˍˇ hardware ˁʰʽ ˍʽˌ ʶ˒ʰˊ˃ˇʴʷˌ ˍˇˎ 

ˋˎˋˍʺ˃ʰˍˇˌ ˋˍʰ Windows ʶʾ˄ʰʽ ˈˍʰ˄ ʴʾ˄ʶˍʰʽ ʰ˄ˍʽʴˊʰ˒ʺ ˁʰʽ ʶˉʽˁˈ˂˂ʹˋʹ ˁʶʽ˃ʷ˄ˇˎ ʰˉˈ ˃ʾʰ 

ʶ˒ʰˊ˃ˇʴʺ ˋʶ ˃ʽʰ ʱ˂˂ʹΦ ɶ ˁʾ˄ʹˋʹ ʰˎˍʺ ˋˎ˃ʲʰʾ˄ʶʽ ʶˉʶʽʵʺ ˍˇ API ̱ ˇ ʶˉʽˍˊʷˉʶʽΦ 

 

ʅ˔ʺ˃ʰ 2Υ ɮˉʶʽˁˈ˄ʽˋʹ ˂ʶʽˍˇˎˊʴʾʰˌ API (ɮˉ˂ˇˉˇʽʹ˃ʷ˄ʹ ɳˁʵˇ˔ʺύ 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  16 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

ɳ˄ ˁʰˍʰˁ˂ʶʾʵʽΣ API ʶʾ˄ʰʽ ʷ˄ʰ ˂ˇʴʽˋ˃ʽˁˈ ˉˇˎ ʵʽʶˎˁˇ˂ˏ˄ʶʽ ˍʹ˄ ʰ˂˂ʹ˂ʶˉʾʵˊʰˋʹ ˃ʶ ʱ˂˂ʰ 

ˉˊˇʴˊʱ˃˃ʰˍʰΦ 

1.3 Lagrange 
ʆʰ Lagrange ʰ˄ʰˁʰ˂ˏ˒ʻʹˁʰ˄ ʴʽʰ ˉˊ˗ˍʹ ˒ˇˊʱ ˍˇ мттф ʰˉˈ ˍˇ˄ Edward Waring ˁʰʽ 

ʵʹ˃ˇˋʽʶˏʻʹˁʰ˄ ˍˇ мтфр ʰˉˈ ˍˇ˄ Joseph Louis Lagrange.  

ʆʰ ˉˇ˂ˎ˗˄ˎ˃ʰ Lagrange ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽˇˏ˄ˍʰʽ ʴʽʰ ˍʹ˄ ˉˇ˂ˎ˖˄ˎ˃ʽˁʺ ˉʰˊʶ˃ʲˇ˂ʺ ˋˍʹ˄ ʰˊʽʻ˃ʹˍʽˁʺ 
ʰ˄ʱ˂ˎˋʹΦ ɱʽʰ ʷ˄ʰ ʵʶʵˇ˃ʷ˄ˇ ˋˏ˄ˇ˂ˇ ʵʽʰˁˊʽˍ˗˄ ˋʹ˃ʶʾ˖˄ xj ˁʰʽ ʰˊʽʻ˃ˇˏˌ yjΣ ˍˇ ˉˇ˂ˎ˗˄ˎ˃ˇ 
Lagrange ʶʾ˄ʰʽ ˍˇ ˉˇ˂ˎ˗˄ˎ˃ˇ ˍˇˎ ˂ʽʴˈˍʶˊˇˎ ʲʰʻ˃ˇˏ ˉˇˎ ˋʶ ˁʱʻʶ ˋʹ˃ʶʾˇ xj ˂ʰ˃ʲʱ˄ʶʽ ˍˇ yj 
ʰ˄ˍʾˋˍˇʽ˔ʹ ˍʽ˃ʺ όʵʹ˂ʰʵʺ ˇʽ ˋˎ˄ʰˊˍʺˋʶʽˌ ˋˎ˃ˉʾˉˍˇˎ˄ ˋʶ ˁʱʻʶ ˋʹ˃ʶʾˇύΦ (Hazewinkel, M. Ed. 2001) 

ʁ ʴʶ˄ʽˁˈˌ ˍˏˉˇˌ ˉˇˎ ˁʰʻˇˊʾʸʶʽ ˍʹ˄ ʶ˅ʾˋ˖ˋʹ ˍˇˎ ˋ˔ʺ˃ʰˍˇˌ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽ˗˄ˍʰˌ ˍʰ ˉˇ˂ˎ˗˄ˎ˃ʰ 
Lagrange:  

  

ʂˉˇˎ ɿɿ ʶʾ˄ʰʽ ˇ ʰˊʽʻ˃ˈˌ ˍ˖˄ ˁˈ˃ʲ˖˄ ʴʽʰ ˁʱʻʶ ˋˍˇʽ˔ʶʾˇΦ  

¶ ʅˍˇʽ˔ʶʾʰ 1ˇ ˎɰʰʻ˃ˇˏ Lagrange:  

 

ɸʷˋʹ ˋʹ˃ʶʾ˖˄Υ n1  ρ, n2 = 1   

  

¶ ʅˍˇʽ˔ʶʾʰ 2ˇ ˎɰʰʻ˃ˇˏ Lagrange:  

 

ɸʷˋʹ ˋʹ˃ʶʾ˖˄Υ n1  ρ, n2 = 0 , n3 = 1   

  

¶ ʅˍˇʽ˔ʶʾʰ 3ˇ ˎɰʰʻ˃ˇˏ Lagrange:  

 

 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  17 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

 

 

 

 

 

 

 

1.4 BEM 

1.4.1 ɳʽˋʰʴ˖ʴʺ 
ɶ ˃ʷʻˇʵˇˌ ˍ˖˄ ˋˎ˄ˇˊʽʰˁ˗˄ ˋˍˇʽ˔ʶʾ˖˄ ʺ ʰ˂˂ʽ˗ˌ όɰɳɾύ ʶʾ˄ʰʽ ˃ʽʰ ʰˊʽʻ˃ʹˍʽˁʺ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋˍʽˁʺ 

˃ʷʻˇʵˇˌ ʶˉʾ˂ˎˋʹˌ ʴˊʰ˃˃ʽˁ˗˄ ˃ʶˊʽˁ˗˄ ʵʽʰ˒ˇˊʽˁ˗˄ ʶ˅ʽˋ˗ˋʶ˖˄ ˉˇˎ ʷ˔ˇˎ˄ ʵʽʰˍˎˉ˖ʻʶʾ ˖ˌ 

ˇ˂ˇˁ˂ʹˊ˖ˍʽˁʷˌ ʶ˅ʽˋ˗ˋʶʽˌΦ ɳʾ˄ʰʽ ˃ʽʰ ˃ʰʻʹ˃ʰˍʽˁʺ ˃ʷʻˇʵˇˌ ʶˉʾ˂ˎˋʹˌ ˂ʽʴˈˍʶˊˇ ʵʽʰʵʶʵˇ˃ʷ˄ʹ ˋʶ 

ˋ˔ʷˋʹ ˃ʶ ʱ˂˂ʶˌ ˈˉ˖ˌ  ˍ˖˄ ˉʶˉʶˊʰˋ˃ʷ˄˖˄ ˋˍˇʽ˔ʶʾ˖˄ όFEM Finite Element Methodύ ˁʰʽ ʷ˔ʶʽ  

ʶ˒ʰˊ˃ˇʴʺ ˋʶ ˉˇ˂˂ˇˏˌ ˍˇ˃ʶʾˌ ˍʹˌ ˃ʹ˔ʰ˄ʽˁʺˌ ˁʰʽ ˍʹˌ ʶˉʽˋˍʺ˃ʹˌ ˈˉ˖ˌ ˍʹ˄ ˃ʹ˔ʰ˄ʽˁʺ ˊʶˎˋˍ˗˄Σ ˍʹ˄ 

ʰˁˇˎˋˍʽˁʺΣ ˍˇ˄ ʹ˂ʶˁˍˊˇ˃ʰʴ˄ʹˍʽˋ˃ˈ ˁʰʽ ˍʹ˄ ˃ʹ˔ʰ˄ʽˁʺ ʻˊʰˏˋʹˌΦ 

ɱʶʴˇ˄ˈˌ ʰˉˇˍʶ˂ʶʾ ˈˍʽ ʹ ˃ʷʻˇʵˇˌ ˃ʶ ˍʹ˄ ˇˉˇʾʰ ʴʾ˄ʶˍʰʽ ʹ ʰˊʽʻ˃ʹˍʽˁʺ ʰ˄ʱ˂ˎˋʹ ˍ˖˄ ˁʰˍʰˋˁʶˎ˗˄ 
ˍ hˍʶ˂ʶˎˍʰʾʰ рл ˔ˊˈ˄ʽʰ ʶʾ˄ʰʽ ˁˎˊʾ˖ˌ ʹ ˃ʷʻˇʵˇˌ ˍ˖˄ ˉʶˉʶˊʰˋ˃ʷ˄˖˄ ˋˍˇʽ˔ʶʾ˖˄Σ C9a. ɾʷʻˇʵˇˌ 
˃ʶ ˍʹ˄ ˇˉˇʾʰ ʶˉʽ˂ˏˇ˄ˍʰʽ ˊʶʰ˂ʽˋˍʽˁʱ ˃ʹ˔ʰ˄ʽˁʱ ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍʰΣ ̍ ˉ˖ˌ ʹ ʰ˄ʱ˂ˎˋʹ ˁʰˍʰˋˁʶˎʰˋˍʽˁ˗˄ 
ˋˍˇʽ˔ʶʾ˖˄ ˇˉˇʽʰˋʵʺˉˇˍʶ ʴʶ˖˃ʶˍˊʾʰˌΣ ˒ˈˊˍʽˋʹΣ̩ ˉˇʽˁʽ˂ʾʰ ̩ˁʰˍʰˋˍʰˍʽˁ˗˄ ˋ˔ʷˋʶ˖˄Σ ʴˊʰ˃˃ʽˁʺ̩ 
ˁʰʽ ˃ʹ ʴˊʰ˃˃ʽˁʺ ̩̀ ˎ˃̄ʁ ˊʽ˒ˇˊʱΣ̩ ˋʶ ʵˏˇ ʺ ˍˊʶʽˌ ʵʽʰˋˍʱˋʶʽˌΦ  
 
ɾˇ˂ˇ˄ˈˍʽ ʹ ˉˊˇˋˇ˃ˇʾ˖ˋʹ ˃ʶ ˉʶˉʶˊʰˋ˃ʷ˄ʰ ˋˍˇʽ˔ʶʾʰΣ ˔ʰʾˊʶʽ ˍʹˌ ʶˁˍʽ˃ʺˋʶ˖ˌ ˍ˖˄ ˃ʹ˔ʰ˄ʽˁ˗˄ ˖ˌ 
ˋˏʴ̝́ ˇ˄ˇ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋˍʽˁˈ ʶˊʴʰ˂ʶʾˇΣ ʶʾ˄ʰʽ ʰ˄ʰˉˇˍʶ˂ʶˋ˃ʰˍʽˁʺ ˁʰʽ ʶˉʾˉˇ˄ʹ ʴʽʰ ˉˇ˂˂ʷˌ ˁʰˍʹʴˇˊʾʶˌ 
ˉˊˇʲ˂ʹ˃ʱˍ˖˄.  
 
 
 
 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  18 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

 

1..4.2 ɾʶʽˇ˄ʶˁˍʺ˃ʰˍʰ FEM 
ɴˍˋʽ ʹ C9a ˉʰˊʱ ˍʹ˄ ʶˎˊʶʾʰ ˍʹˌ ʶ˒ʰˊ˃ˇʴʺˌ ˋˍʰ ˃ʹ˔ʰ˄ʽˁʱ ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍʰ ʷ˔ʶʽ ˃ʶʽˇ˄ʶˁˍʺ˃ʰˍʰΦ ʆʰ 
ˋˉˇˎʵʰʽˈˍʶˊʰ ˍ˖˄ ˇˉˇʾ˖˄ ʶʾ˄ʰʽΥ 

 

ʅ˔ʺ˃ʰ 3Υ όʰύ ʃʶʵʽʰˁʺ όC9aύ ˁʰʽ όʲύ ˋˎ˄ˇˊʽʰˁʺ ό.9aύ ʵʽʰˁˊʽˍˇˉˇʾʹˋʹ 

¶ ɶ ʵʽʰˁˊʽˍˇˉˇʾʹˋʹ ʴʾ˄ʶˍʰʽ ˋΩ ˇ˂ˈˁ˂ʹˊʹ ˍʹ˄ ˉʶˊʽˇ˔ʺ ˍˇˎ ˋ˗˃ʰ̱̌Φ̩ ɴˍˋʽ ʹ ˉˊˇˋˇ˃ˇʾ˖ˋ ́

˃ʶ ˉʶˉʶˊʰˋ˃ʷ˄ʰ ˋˍˇʽ˔ʶʾʰ ʶ˃˒ʰ˄ʾʸʶʽ ʵˎˋˁˇ˂ʾʰ ˁʰʽ ʰˉʰʽˍʶʾ ˉ̌ ˂ˏ ˔ˊˈ˄ˇΣ ʽʵʾ˖ˌ ˈˍʰ˄ ʹ 

ʴʶ˖˃ʶˍˊʾʰ ˍˇˎ ˋ˗˃ʰˍˇˌ ʵʶ˄ ʶʾ˄ʰʽ ʰˉ˂ʺΣ ˉΦ˔Φ ˈˍʰ˄ ˎˉʱˊ˔ˇˎ˄ ˇˉʷˌ ʺ ʶʴˁˇˉʷˌ ʰˉʰʽˍʶʾˍʰʽ 

ˉˏˁ˄˖ˋʹ ˍ˖˄ ˋˍˇʽ˔ʶʾ˖˄ όʅ˔ʺ˃ʰ оʰύΦ 

¶ ɶ ʰ˂˂ʰʴʺ ˍˇ˄ ˉʰˊʰ˃ʷˍˊ˖˄ ˉˊˇˋˇ˃ˇʾ˖ˋʹˌ ʴʽʰ ʰ˄ʰʸʺˍʹˋʹ ˁʰ˂ˏˍʶˊʹˌ ˂ˏˋʹ ʁ ʾ˄ʰʽ ɻ ˏˋˁˇ˂ʹ 

ˁʰʽ ʰˉʰʽˍʶʾ ˉˇ˂ˏ ˔ˊˈ˄ˇΦ 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  19 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

¶ ɱʽʰ ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍʰ ˉˇˎ ˉʶˊʽʴˊʱ˒ˇ˄ˍʰʽ ˃ʶ ʵʽʰ˒ˇˊʽˁʷˌ ʶ˅ʽˋ˗ˋʶʽˌ ˍʱ˅ʶ˖ˌҗ п Σ ˈˉ˖ˌ ˉΦ˔Φ ʴʽʰ 

ʶ˅ʽˋ˗ˋʶʽˌ ˉ˂ʰˁ˗˄ ʺ ˁʶ˂ˎ˒˗˄ ˍʱ˅ʶ˖ˌ ʷˁˍʹˌΣ ˈʴʵˇʹˌ ʺ ˃ʶʴʰ˂ˏˍʶˊʹˌΣ ʹ C9a ˄ʰ ʶʾ˄ʰʽ 

ˉˊʰˁˍʽˁʱ ʰ˄ʶ˒ʱˊ˃ˇˋˍʹΦ όɼʰˍˋʽˁʰʵʷ˂ʹˌΣ нллнύ 

 

1.4.3 ʃ˂ʶˇ˄ʶˁˍʺ˃ʰˍʰ ς ɾʶʽˇ˄ʶˁˍʺ˃ʰˍʰ BEM 
ɮ˄ˍʽʻʷˍ˖ˌΣ ʹ ˔ˊʺˋʹ ˍʹˌ BEM ˃ ˉˇˊʶʾ ˄ʰ ʻʶ˖ˊʹʻʶʾ ˉʽˇ ʰˉˇˍʶ˂ʶˋ˃ʰˍʽˁʺ ˁʰʽ ʶˏˁˇ˂ʹ ˋʶ ˇˊʽˋ˃ʷ˄ʶˌ 
ˁʰˍʹʴˇˊʾʶˌ ˉˊˇʲ˂ʹ˃ʱˍ˖˄ ˋˎʴˁˊʽˍʽˁʱ ˃ʶ ˍʹ FEM. ɴˍˋʽ ʹ .ɳɾ ˉʰˊˇˎˋʽʱʸʶʽ ˉ˂ʶˇ˄ʶˁˍʺ˃ʰˍʰΣ ˍʰ 
ˋˉˇˎʵʰʽˈˍʶˊʰ ˍ˖˄ ˇˉˇʾ˖˄ ʶʾ˄ʰʽΥ 

¶ ʋˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽ˗˄ˍʰˌ ˍʹ ɰɳɾΣ ʹ hˊʽʻ˃ʹˍʽˁʺ ˉˊˇˋˇ˃ˇʾ˖ˋʹ ˁʰʻʾˋˍʰˍʰʽ ʰˉ˂ʺ ˁʰʻ˗ˌ ʹ 

ʵʽʰˁˊʽˍˇˉˇʾʹˋʹ ˉʶˊʽˇˊʾʸʶˍʰʽ ˋˍˇ ˋˏ˄ˇˊˇ όʅ˔̋˃ʰ оʲ) ˃ ʶ ʰˉˇˍʷ˂ʶˋ˃ʰ ˍˇ˄ ̄ ʶˊʽˇˊʽˋ˃ˈ ˍˇˎ 

ˉ˂ʺʻˇˎˌ ̱ ˖˄ ʰʴ˄˗ˋˍ˖˄ ˁʰˍʱ ˃ʾʰ ˍʱ˅ʹΦ 

¶ ɳʾ˄ʰʽ ʽʵʽʰʾˍʶˊʰ ʰˉˇˍʶ˂ʶˋ˃ʰˍʽˁʺ ʴʽʰ ˍˇ˄ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋ˃ˈ ˍ˖˄ ˉʰˊʰʴ˗ʴ˖˄ ˋˎ˄ʰˊˍʺˋʶ˖ˌ 

ˉʶʵʾˇˎ ˍʱˋʶ˖˄ ˁʰʽ ˊˇˉ˗˄ ʵʽˈˍʽ ʶʾ˄ʰʽ ʽˁʰ˄ʺ ˄ʰ ˔ʶʽˊʽˋʻʶʾ ʶˏˁˇ˂ʰ ˋˎʴˁʶ˄ˍˊ˖˃ʷ˄ʶˌ 

ʵˎ˄ʱ˃ʶʽˌ ˁ ʰʽ ˊˇˉʷˌ ˋˍˇ ʶˋ˖ˍʶˊʽˁˈ ˁʰʽ ˋˍʰ ˋˏ˄ˇˊʰ. 

¶ ɳˉʽˍˊʷˉʶʽ ˍˇ˄ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋ˃ˈ ˍʹˌ ˂ˏˋʹ ̩ˁʰʽ ˍ˖˄ ˉʰˊʰʴ˗ʴ˖˄ ˍʹˌ ˋΩ ˈˉˇʽʰ ˋʹ˃ʁʾ ʰ ˃ʰˌ 

ʶ˄ʵʽʰ˒ʷˊˇˎ˄ ˁʰʽ ˈˉˇˍʶ ʻʷ˂ˇˎ˃ʶ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽ˗˄ˍʰˌ ˍʹ˄ ˇ˂ˇˁ˂ʹˊ˖ˍʽˁʺ ˉʰˊʱˋˍʰˋʹ ˍʹˌ 

˂ˏˋʶ˖ˌ ˖ˌ ˃ʰʻʹ˃ʰˍʽˁˈ ˍˏˉˇΣ ˁʱˍʽ ˍˇ ˇˉˇʾˇ ʵʶ˄ ʶʾ˄ʰʽ ʵˎ˄ʰˍˈ ˃ʶ ˍʹ˄ C9aΣ ˈˉˇˎ ʹ ˂ˏˋʹ 

˂ʰ˃ʲʱ˄ʶˍʰʽ ˃ˈ˄ˇ ˋˍʰ ˁˇ˃ʲʽˁʱ ̀ ʹ˃ʶʾʰΦ 

¶ ɮˁˈ˃ʹ ʶʾ˄ʰʽ ˉˇ˂ˏ ʰˉˇˍʶ˂ʶˋ˃ʰˍʽˁʺ ˋˍˇ˄ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋ˃ˈ ˍ˖˄ ˊˇ˗˄Σ ˉʽʷˋʶ˖˄Σ ˍʱˋʶ˖˄ ˁʽ 

ˊˇˉ˗˄ ʰ˂˂ʱ ˁʰʽ ˋʶ ʶˉʾ˂ˎˋʹ ˉˊˇʲ˂ʹ˃ʱˍ˖˄ ˃ʶ ʴʶ˖˃ʶˍˊʽˁʷˌ ʽʵʽʰʽˍʶˊˈˍʹˍʶˌ ˈˉ˖ˌ 

ˊ˖ʴ˃ʷˌΦόɼʰˍˋʽˁʰʵʷ˂ʹˌΣ нллнύ 

ʆʰ ˁˏˊʽʰ ˃ʶʽˇ˄ʶˁˍʺ˃ʰˍʰ ˍʹˌ .ɳɾ ʶʾ˄ʰʽΥ 

¶ ʍˋˍˈˋˇ ʹ ˃ʷʻˇʵˇˌ BEM ɻ ʶ˄ ʽˋ˔ˏʶʽ ʴʽʰ ˃ʹ ʴˊʰ˃˃ʽˁʱ ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍʰ ʴʽʰ ˍʰ ˇˉˇʾʰ ʵʶ˄ ʽˋ˔ˏʶʽ 

ʹ ʰˊ˔ʺ ˍʹˌ ˎˉʷˊʻʶˋʹˌ όFundamental SolutionύΦ ʅʶ ʰˎˍʺ ˍʹ˄ ˉʶˊʾˉˍ˖ˋʹ ˉʰˊʱʴʶʽ 

ʶˉʽ˒ʰ˄ʶʽʰˁʱ ˇ˂ˇˁ˂ʹˊ˗˃ʰˍʰ ˍʰ ˇˉˇʾʰ ʶˎʻˏ˄ˇ˄ˍʰʽ ʴʽʰ ˍˇ˄ ˃ʹ ˁʰʻʰˊˈ ˇˊʽʰˁˈ ˔ʰˊʰˁˍʺˊʰ 

ˍʹˌ ˃ʶʻˈʵˇˎΦ ɴˍˋʽ ʴʽʰ ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍʰ ˍ˖˄ ˇˉˇʾ˖˄ ʹ ʻʶ˃ʶ˂ʽ˗ʵʹˌ ˂ˏˋʹ ʶʾ˄ʰʽ ʱɹ ˄˖ˋˍʺ ̋  ɻʁ ˄ 

˃ˉˇˊʶʾ ˄ʰ ˉˊˇˋʵʽˇˊʽˋʻʶʾΣ ʹ ˃ʷʻˇʵˇˌ ʵʶ˄ ˃ˉˇˊʶʾ ˄ʰ ʶ˒ʰˊ˃ˇˋʻʶʾΦ ɶ ʶ˒ʰˊ˃ˇʴʺ ˍʹˌ .ɳɾ 

ˋˍʰ ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍʰ ʰˎˍʱ ˇʵʹʴʶʾ ˋʶ ˉʶʵʽʰˁʺ ʵʽʰˁˊʽˍˇˉˇʾʹˋʹΣ ʴʶʴˇ˄ˈˌ ˍˇ ˇˉˇʾˇ ʰ˂˂ˇʽ˗˄ʶʽ 

ˍˇ˄ ˋˎ˄ˇˊʽʰˁˈ ˔ʰˊʰˁˍʺˊʰ ˍʹˌΦ 

¶ ʂˋˇ ʰ˄ʰ˒ˇˊʱ  ˍʹ˄ ʰ˂ʴˇˊʽʻ˃ʽˁʺ ʶ˒ʰˊ˃ˇʴʺ ˍʹˌ ɰɳɾΣ ˃ʶʽˇ˄ʶˁˍʶʾ  ʵʽˈˍʽ ˇʵʹʴʶʾ ˋʶ 

ˋˎˋˍʺ˃ʰˍʰ ʴˊʰ˃˃ʽˁ˗˄ ʰ˂ʴʶʲˊʽˁ˗˄ ʶ˅ʽˋ˗ˋʶ˖˄ ˍ˖˄ ˇˉˇʾ˖˄ ˇʽ ˃ ʹˍˊ˗ʰ ̀ ˎ˄ˍʶ˂ʶˋˍ˗˄ ʶʾ˄ʰʽ 

ˉ˂ʺˊʹ ˁʰʽ ˃ʹ ˋˎ˃˃ʶˍˊʽˁʱΣ ʶ˄ ʰ˄ˍʽʻʷˋʶʽ ˃ʶ ˍʹ˄ C9a. ʃʰˊˈ˂ʰ ʰˎˍʱ ʹ ʶ˃ʶʽ ˉˇ˂ˏ ˃ʽˁˊˈˍʶˊʶˌ 

ʵʽʰˋˍʱˋʶʽˌ ˃ʹˍˊ˗˖˄.όɼʰˍˋʽˁʰʵʷ˂ʹˌΣ нллнύ 

 

 

 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  20 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

1.4.4 ɲˇ˃ʺ BEM 

ɾʾʰ ˍˎˉʽˁʺ ʶ˒ʰˊ˃ˇʴʺ BEM h ˉˇˍʶ˂ʶʾˍʰʽ ʰˉˈ ˍʰ ˉʰˊʰˁʱˍ˖ ˃ʷˊʹΥ 

¶ ɾʰʻʹ˃ʰˍʽˁˈ ˃ˇ˄ˍʷ˂ˇ 

¶ ɮ˄ʰˉʰˊʱˋˍʰˋʹ ˍˇˎ ˃ʰʻʹ˃ʰˍʽˁˇˏ ˍˏˉˇˎ 

¶ ʁˊʽʰˁʷˌ ˇ˂ˇˁ˂ʹˊ˖ˍʽˁʷˌ ʶ˅ʽˋ˗ˋʶʽˌ 

¶ ʅˎ˄ˇˊʽʰˁʱ ˋˍˇʽ˔ʶʾʰ 

¶ ɲʽʰˁˊʽˍʷˌ ʶ˅ʽˋ˗ˋʶʽˌ 

¶ ɽˏˋʶʽˌ ʴʽʰ ʴˊʰ˃˃ʽˁʱ ˋˎˋˍʺ˃ʰˍʰ 

¶ ɳˊ˃ʹ˄ʶʾʰ 
(Costabel, 1986) 
 

1.4.5 ɶ ɰɳɾ ˖ˌ ɮˊʽʻ˃ʹˍʽˁʺ ɾʷʻˇʵˇˌ 
ɶ ɾʶʻˈʵˇˎ ˍ˖˄ ʅˎ˄ˇˊʽʰˁ˗˄ ʅˍˇʽ˔ʶʾ˖˄ (BEM) ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽʶʾ ʷ˄ʰ ˋˏˋˍʹ˃ʰ ʰ˂ʴʶʲˊʽˁ˗˄ 

ʶ˅ʽˋ˗ˋʶ˖˄ ˉˇˎ ʷ˔ʶʽ ˒ˎˋʽˁʱ ˋˏ˄ˇˊʰ ˉˇˎ ʵʽʰ˃ʶˊʾʸˇ˄ˍʰʽ ˋʶ ˍ˃ʺ˃ʰˍʰΦ ɶ ʷ˄˖ˋʹ ˍ˖˄ ˋˍˇʽ˔ʶʾ˖˄ 

ˇ˄ˇ˃ʱʸʶˍʰʽ ʰˊʽʻ˃ʹˍʽˁˈ ˋˏ˄ˇˊˇ. ʅˍˇʽ˔ʶʾˇ ˁʰ˂ʶʾˍʰʽ ˃ʽʰ ʶˎʻʶʾʰ ʴˊʰ˃˃ʺ ˉˇˎ ʷ˔ʶʽ ˋˎʴˁʶˁˊʽ˃ʷ˄ˇ 

˃ʷʴʶʻˇˌ ˁ ʰʽ ̱ ʰ ʱˁˊʰ ̱ ʹˌ ˉʶˊʽˇˊʾʸˇ˄ˍʰʽ ʰˉˈ ̱ ʰ ʰˊʽʻ˃ʹˍʽˁʱ ˋˏ˄ˇˊʰ . ɴ˄ʰ ̄ ˂ʷʴ˃ʰ ˈ̄ ˇˎ ˍʰ ˋˍˇʽ˔ʶʾʰ 

ʷ˔ˇˎ˄ ˍˇ ʾʵʽˇ ˃ʷʴʶʻˇˌ ˍˇ ˉ˂ʷʴ˃ʰ ʰˎˍˈ ˇ˄ˇ˃ʱʸʶˍʰʽ ʶ˄ʽʰʾˇΦ ʆʰ ˋˍˇʽ˔ʶʾʰ ʰˊʽʻ˃ˇˏ˄ˍʰʽ ʲʱˋʶʽ  ̱ ˇˎ 

ˉˊˇ̱ˏ ˉˇ ˎ̀ ˏ˃ʲʰˋʹˌ ˍʹˌ .9aΣ ʵʹ˂ʰʵʺ h ˏ˅ˇˎˋʰ ˋʶʽˊʱ ˃ʶ ʰ˄ˍʽ-˖ˊˇ˂ˇʴʽʰˁʺ ˂ˇʴʽˁʺ ˒ ˇˊʱˌΦ ɼʱʻʶ 

ʷ˄ʰ ʰˉˈ ˍʰ ˋˍˇʽ˔ʶʾʰ ʻʶ˖ˊʶʾˍʰʽ ˃ʽʰ ˋˎ˄ʱˊˍʹˋʹΦ ʁ̔  ˋˎ˄ʰˊˍʺˋʶʽˌ ʰˎˍʷˌ ɻ ʽʰ˒ʷˊˇˎ˄ ˖ˌ ˉˇ˂ˎ˗˄ˎ˃ʰ 

ˁʰʽ ˇ˄ˇ˃ʱʸˇ˄ˍʰʽ ˋˎ˄ʰˊˍʺˋʶʽˌ ˃ˇˊ˒ʺˌΦ ʅˏ˃˒˖˄ʰ ˃ʶ ˍʹ ˋʶʽˊʱ ˍ˖˄ ˋˎ˄ʰˊˍʺˋʶ˖˄ ˃ˇˊ˒ʺˌ ˉˇˎ 

˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽˇˏ˄ˍʰʽ ˋʶ ˁʱʻʶ ˋˍˇʽ˔ʶʾˇΣ ˇ ˍˏˉˇˌ ˍ˖˄ ˋˍˇʽ˔ʶʾ˖˄ ˉˇˎ ʶʾ˄ʰʽ ˋˍʰʻʶˊˈˌΣ ʴˊʰ˃˃ʽˁˈˌ ʺ 

ˎ˕ʹ˂ˈˍʶˊʹˌ ˍʱ˅ʹˌΦ ʆ hˋ̱ ʰʻʶˊʱ ˋˍˇʽ˔ʶʾʰ, ʷ˔ˇˎ˄ ˋˎ˄ʰˊˍʺˋʶʽˌ ˋˍʰʻʶˊˇˏ ˋ˔ʺ˃ʰˍˇˌ (ˋˍʰʻʶˊʷˌ 

ˋˎ˄ʰˊˍʺˋʶʽˌ). ʆʰ ˋˍˇʽ˔ʶʾʰ ʰ˄ˍʽˉˊˇˋ˖ˉʶˏˇ˄ˍʰʽ ʰˉˈ ˃ˈ˄ˇ ʷ˄ʰ˄ ˁˈ˃ʲˇ ˉˇˎ ˍˇˉˇʻʶˍʶʾˍʰʽ ˋˍˇ 

˃ʷˋˇ˄ ˍˇˎΦ ʁʽ ˁˈ˃ʲˇʽ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽˇˏ˄ˍʰʽ ˁʰʽ ˖ˌ ˋʹ˃ʶʾʰ ˈˉˇˎ ʶ˒ʰˊ˃ˈʸʶˍʰʽ ʹ ˇ˂ˇˁ˂ʹˊ˖ˍʽˁʺ 

ʶ˅ʾˋ˖ˋʹΦ ʅˍʰ ʴˊʰ˃˃ʽˁʱ ˋˍˇʽ˔ʶʾʰ ˇʽ ʴˊʰ˃˃ʽˁʷˌ ˋˎ˄ʰˊˍʺˋʶʽˌ ˉˇˎ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽˇˏ˄ˍʰʽ 

˃ʶˍʰʲʱ˂˂ˇ˄ˍʰʽ ʴˊʰ˃˃ʽˁʱΦ ʅˍʽˌ ʱ˂˂ʶˌ ˉʶˊʽˉˍ˗ˋʶʽˌΣ ˃ˉˇˊʶʾ ˄ʰ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽʹʻʶʾ ˍʶˍˊʰʴ˖˄ʽˁʺ ʺ 

ʰˁˈ˃ʹ ˁʰʽ ˎ˕ʹ˂ˈˍʶˊʹˌ ˍʱ˅ʶ˖ˌ ˋˎ˄ʱˊˍʹˋʹΦ όɼʰˍˋʽˁʰʵʷ˂ʹˌΣ нллнύ 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  21 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

 

ʅ˔ʺ˃ʰ 4: ɲʽʱ˒ˇˊˇʽ ˍˏˉˇʽ ˋˎ˄ˇˊʽʰˁ˗˄ ˋˍˇʽ˔ʶʾ˖˄ 

1.4.6 ɹˋˍˇˊʽˁʱ ˋˍˇʽ˔ʶʾʰ 

ʅˍʽˌ ʰˊ˔ʷˌ ˍˇˎ ʶʽˁˇˋˍˇˏ ʰʽ˗˄ʰ ˃ʷʻˇʵˇˌ ɾʷʻˇʵˇ ʅˎ˄ˇˊʽʰˁ˗˄ ʅˍˇʽ˔ʶʾ˖˄ όɰɳɾύ ˉˇˎ ʺˍʰ˄ ʴ˄˖ˋˍʺ 
˖ ̩ɾʷʻˇʵˇˌ ʅˎ˄ˇˊʽʰˁ˗˄ ʁ˂ˇˁ˂ʹˊ˖ˍʽˁ˗˄ ɳ˅ʽˋ˗ˋʶ˖˄ (Boundary Integral Equation Method 
BIEM) ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽʺʻʹˁʶ ʴʽʰ ˉˊ˗ˍʹ ˒ˇˊʱ ʰˉˈ ˍˇ˄ CǊŜŘƘƻƭƳΦ ʆʹ˄ ˉʶˊʾˇʵˇ ʶˁʶʾ˄ʹ 
˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽˇˏ˄ˍʰ˄ ˖ˌ ʷ˄ʰ ˃ʰʻʹ˃ʰˍʽˁˈ ʶˊʴʰ˂ʶʾˇ ˗ˋˍʶ ˄ʰ ˃ˉˇˊˇˏ˄ ˄ʰ ˁʰʻˇˊʽˋˍˇˏ˄ ˇʽ ˇˊʽʰˁʷˌ 
ˋˎ˄ʻʺˁʶˌ ʶ˄ˈˌ ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍˇˌ  ˃ʰʻʹ˃ʰˍʽˁʺˌ ˒ˏˋʹˌΣ ˁʰʽ ˈ˔ʽ ˖ˌ ˃ʷʻˇʵˇˌ ʶˉʾ˂ˎˋʹˌ ˉˊˇʲ˂ʹ˃ʱˍ˖˄ 
˃ʹ˔ʰ˄ʽˁʺˌΦ ʃʰˊʱ˂˂ʹ˂ʰ ˇʽ {ƘŜǊƳŀƴΣ aƛƪƘƭƛƴ ˁʰʽ aǳǎƪƘŜƭƛǎƘǾƛƭi, ˃ʶ ̄̌ ˂ˏˉ˂ˇˁʶˌ ˋˎ˄ʰˊˍʺˋʶʽˌ 
ˉˊˇˋˉʰʻˇˏˋʰ˄ ˄ʰ ʰ˄ʰˉˍˏ˅ˇˎ˄ ˍʹ˄ .ƻǳƴŘŀǊȅ LƴǘŜƎǊŀƭ 9ǉǳŀǘƛƻƴ aŜǘƘƻŘ ʷˍˋʽ ˗ˋˍʶ ˄ʰ ʶˉʽ˂ˏˋˇˎ˄ 
ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍʰ ʶ˂ʰˋˍʽˁˈˍʹˍʰˌ ˍˇˎ ʶˉʽˉʷʵˇˎ. ʁ CǊŜŘƘƻƭƳ ʺˍʰ˄ ˇ ˉˊ˗ˍˇˌ ˉˇˎ ˁʰˍʱ˒ʶˊʶ ˄ʰ ʲˊʶʽ ˍʽˌ 
ʱʴ˄˖ˋˍʶˌ ˋˎ˄ˇˊʽʰˁʷˌ ˉˇˋˈˍʹˍʶˌ ʴʽʰ ˍʰ ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍʰ ˍʹˌ ʵˎ˄ʰ˃ʽˁʺˌ ʻʶ˖ˊʾʰˌΦ ɼʰˍʱ ˍʹ˄ ˃ʷʻˇʵˇ 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  22 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

ʰˎˍʺ ˇʽ ʱʴ˄˖ˋˍʶˌ ˋˎ˄ˇˊʽʰˁʷˌ ˉˇˋˈˍʹˍʶˌ ʰ˄ʰ˒ʷˊˇ˄ˍʰʽ ˖ˌ ʱ˃ʶˋʶˌ ɰɳɾ ˂ˈʴ˖ ˍʹˌ ʱ˃ʶˋʹ ˒ˎˋʽˁʺ 
ʺ ʴʶ˖˃ʶˍˊʽˁʺ ˍˇˎˌ ˋʹ˃ʰˋʾʰˌ ˋʶ ʰ˄ˍʾʻʶˋʹ ˃ʶ ʱ˂˂ʶˌ ʰ˄ʰˉˍˎʴ˃ʷ˄ʶˌ ˃ʶʻˈʵˇˎˌ ʷ˃˃ʶˋ˖˄ .9aΦ 
ʂ˄ˍʰˌ ˉˊˇʴʶ˄ʷˋˍʶˊ˖˄ ˍ˖˄ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋˍ˗˄ ˍˇ ʷˊʴˇ ˍˇˎ CǊedholm ˉʰ́ʰ˃ʶ˂ʺʻʹˁʶ ˃ʷ˔ˊʽ ˍˇ ˍʷ˂ˇˌ 

ˍʹˌ ʵʶˁʰʶˍʾʰˌ ˍˇˎ Ω50 ˁʰʻ˗ˌ ʶʾ˔ʶ ʶ˒ʰˊ˃ˇʴʺ ˃ˈ˄ˇ ʴʽʰ ˋˎʴˁʶˁˊʽ˃ʷ˄ʰ ˉʶʵʾʰ ˇˊʽˋ˃ˇˏ ˃ʶ ˉˇ˂ˏ 

ʰˉ˂ʱ ʴʶ˖˃ʶˍˊʽˁʱ ˈˊʽʰ. 

ɾʶ ˍʹ˄ ʰ˄ʱˉˍˎ˅ʹ ˍ˖˄ ɶκʇ ˈ˃˖ˌ ʹ ˃ʷʻˇʵˇˌ ˍˇˎ ˅ʰ˄ʰʺˊʻʶ ˋˍˇ ˉʰˊʰˋˁʺ˄ʽˇ ʴʽʰ ˄ʰ ʵ˗ˋʶʽ ˂ˏˋʶʽˌ 

ˉˊˇʲ˂ʹ˃ʱˍ˖˄ ˃ʹ˔ʰ˄ʽˁʺˌ. ɴˍˋʽ ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍʰ ˃ʶ ˉˇ˂ˏˉ˂ˇˁʹ ˋˎ˄ˇˊʽʰˁʺ ʴʶ˖˃ʶˍˊʾʰ ʲˊʺˁʰ˄ ˂ˏˋʹ 

ʴʽʰ ˉˊ˗ˍʹ ˒ˇˊʱ ʰˉˈ ˍʹ˄ .L9a ̀ ˍʽˌ ʰˊ˔ʷˌ ˍʹˌ ʵʶˁʰʶˍʾʰˌ ˍˇˎ ʶ˅ʺ˄ˍʰΦ 

ɮˊʴˈˍʶˊʰΥ 

¶ ˇʽ Wŀǎǿƻƴ ˁʰʽ {ȅƳƳ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽ˗˄ˍʰˌ ˍʽˌ ʶ˅ʽˋ˗ˋʶʽˌ ˍˇˎ CǊŜŘƘƻƭƳ ˉˊˇˋˉʱʻʹˋʰ˄ ˄ʰ 

˂ˏˋˇˎ˄ ˁʱˉˇʽʰ ʵʽˋʵʽʱˋˍʰˍʰ ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍʰ ˍʹˌ potential theory.  

¶ ˇ ̔wƛȊȊƻ ˁʰʽ /ǊǳǎŜ ʶ˒ʱˊ˃ˇˋʰ˄ ˍʹ˄ ˃ʷʻˇʵˇ ˋʶ ʵʽˋʵʽʱˋˍʰˍʰ ˁʰʽ ˍˊʽˋʵʽʱˋˍʰˍʰ ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍʰ 

ˁʰʽ  ̫ ˂ˎˋʰ˄ ˍˇ ʶ˂ʰˋˍˇʵˎ˄ʰ˃ʽˁˈ ˉˊˈʲ˂ʹ˃ʰ 

¶ ˇ ̔wƛȊȊƻ ˁʰʽ {ƘƛǇǇȅ ʶˉʷˁˍʶʽ˄ʰ˄ ˍʹ˄ ˃ʷʻˇʵˇ ʴʽʰ ʰ˄ʽˋˇˍˊˇˉʽˁʺ ʶ˂ʰˋˍʽˁˈˍʹˍʰ  

¶ ˇ ̔LƎƴŀŎȊŀƪ ˁʰʽ bƻǿŀŎƪƛΣ ʶ˒ʱˊ˃˖ˋʰ˄ ̱ ʽˌ LƴǘŜƎral Eǉǳŀǘƛƻƴǎ ˋˍʹ˄ ̒ ʶˊ˃ˇʶ˂ʰˋˍʽˁˈˍʹˍʰ 

¶ ˁʰʽ ˇ aŜƴŘŜƭǎƻƴ ˃ʶ˂ʷˍʹˋʶ ˍʰ ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍʰ ʶ˂ʰˋˍˇˉ˂ʰˋˍʽˁʺˌ ˋˍˊʷ˕ʹˌ Φ 

ʆʷ˂ˇˌ ̀ ˍʰ ̱ ʷ˂ʹ ˍʹˌ ʵʶˁʰʶˍʾʰˌ ˍˇˎ ˇʴʵˈ˄ˍʰ ́  ɰɳɾ ʶ˒ʰˊ˃ˈˋˍʹˁʶ ˋʶ ʷ˄ʰ ʶˎˊˏ ˒ʱˋ˃ʰ ˃ʹ˔ʰ˄ʽˁ˗˄ 

ˉˊˇʲ˂ʹ˃ʱˍ˖˄ ̍ ˉ˖ˌΥ  

ɾʶˍʰ˅ˏ ʰˎˍ˗˄ ʶʾ˄ʰʽ ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍʰ  

¶ ʶ˂ʰˋˍʽˁʱ ˁʰʽ ʰ˄ʶ˂ʰˋˍʽˁʱΣ  

¶ ʴˊʰ˃˃ʽˁʱ ˁʰʽ ˃ʹ ɹ ˊʰ˃˃ʽˁʱ ˍʹˌ ˋˍʰˍʽˁʺˌ ˁʰʽ ʵˎ˄ʰ˃ʽˁʺˌ ʵʾˋˁ˖˄Σ ˉ˂ʰˁ˗˄ ˁʰʽ ˁʶ˂ˎ˒˗˄ 

¶ ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍʰ ʶ˂ʰˋˍˇʵˎ˄ʰ˃ʽˁʺˌ ˁʰʽ ʰ˄ˍʽˋʶʽˋ˃ʽˁʺˌ ˃ʹ˔ʰ˄ʽˁʺˌΣ  

¶ ʴʶ˖˃ʹ˔ʰ˄ʽˁʺˌ ˁʰʽ ̒ ʶ˃ʶ˂ʽ˗ˋʶ˖˄Σ  

¶ ʰ˂˂ʹ˂ʶˉʽʵˊʱˋʶ˖ˌ ʶʵʱ˒ˇˎˌ ˁʰˍʰˋˁʶˎʺˌΣ  

¶ ʰ˂˂ʹ˂ʶˉʽʵˊʱˋʶ˖ˌ ́ ʶˎˋˍ˗˄ ˁʰʽ ˁʰˍʰˋˁʶˎʺˌΣ 

¶ ʵˎ˄h˃ ʽˁʺˌ ˍ˖˄ ˊʶˎˋˍ˗˄Σ 

¶  ˃ ˇ˄ˈˉ˂ʶˎˊʹˌ ʶˉʰ˒ʺˌΣ 

¶ ʻˊʰˎˋˍˇ˃ʹ˔ʰ˄ʽˁʺˌΣ 

¶  ́ ˂ʶˁˍˊʽˋ˃ˇˏ ˁʰʽ ʹ˂ʶˁˍˊˇ˃ʰʴ˄ʹˍʽˋ˃ˇˏΣ  

¶ ɮʴ˖ʴʺˌ ̒ ʶˊ˃ˈˍʹˍʰˌΣ  

¶ ʰˁˇˎˋˍʽˁʺˌΣ  

¶ ʰʶˊˇʵˎ˄ʰ˃ʽˁʺˌΣ  

¶ ʵʽʰʲˊ˗ˋʶ˖ˌΣ  

¶ ʲʶ˂ˍʽˋˍˇˉˇʽʺˋʶ˖ˌΣ  

¶ ʰ˄ʰ˂ˏˋʶ˖ˌ ʶˎʰʽˋʻʹˋʾʰˌΣ  

¶ ʰ˄ˍʾˋˍˊˇ˒ʰ ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍʰ ˁʰʽ ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍʰ ʰ˄ʰʴ˄˖ˊʾˋʶ˖ˌ ̀ ˎˋˍʹ˃ʱˍ˖˄Σ ˁ˂ˉ 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  23 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

ʅʺ˃ʶˊʰ ́  Bɳɾ ʰˉˇˍʶ˂ʶʾ ˗ˊʽ˃ʹ ˃ ʷʻˇʵˇ ʰ˄ʰ˂ˏˋʶ˖ˌ ˉˊˇʲ˂ʹ˃ʱˍ˖˄ ˃ʹ˔ʰ˄ʽˁʺˌ ˁʰʽ ʶˉʽˉ˂ʷˇ˄  ̫ ˔ˇˎ˄ 

ʰ˄ʰˉˍˎ˔ʻʶʾ ˂ˇʴʽˋ˃ʽˁʱ ʴʽʰ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋˍʷˌ ʰˉ˂ʺˌ ˁʰʽ ˉʰˊʱ˂˂ʹ˂ʹˌ ʰˊ˔ʽˍʶˁˍˇ˄ʽˁʺˌΣ ˁʰʻ˗ˌ ˁʰʽ 

ʶˉʰʴʴʶ˂˃ʰˍʽˁʱ ˉˊˇʴˊʱ˃˃ʰˍʰ ɶκʇ ˃ʶʴʱ˂˖˄ ʵˎ˄ʰˍˇˍʺˍ˖˄ ˈˉ˖ˌ ˉΦ˔Φ ˍˇ BɳɮSY. όɼʰ̱̀ ʽˁʰʵʷ˂ʹˌΣ 

2002) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  24 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

ɼɳʊɮɽɮɹʁ 2 :̌ ɲʽʰʵʽˁʰˋʾʰ 

2.1 ɳʽˋʰʴ˖ʴʺ 
ɶ ɻʽʰʵʽˁʰˋʾʰ ˍʹˌ ˉʰˊˇˏˋʹˌ ʶˊʴʰˋʾʰˌ ʰˉˇˍʶ˂ʶʾˍˇ ʰˉˈ ʵʽʱ˒ˇˊʰ ˋˍʱʵʽʰΦ ʅˍʱʵʽʰ ˉˇˎ ʷ˔ˇˎ˄ ˄ʰ 

ˁʱ˄ˇˎ˄ ˉʶˊʽˋˋˈˍʶˊˇ ˃ʶ ˍʹ˄ ˉʶʽˊʰ˃ʰˍʽˁʺ ʵʽʶ˅ʰʴ˖ʴʺ ʴʽʰ ˍʹ˄ ʰˉˇˁˈ˃ʽˋʹ ʸʹˍˇˏ˃ʶ˄˖˄ 

ʰˉˇˍʶ˂ʶˋ˃ʱˍ˖˄ ˁʰʽ ˂ʽʴˈˍʶˊˇ ˃ʶ ˍʹ˄ ʻʶ˖ˊʹˍʽˁʺ ˉˊˇˋʷʴʴʽˋʹΦ ʃʰˊʰˁʱˍ˖ ˉʶˊʽʴˊʱ˒ˇ˄ˍʰʽ 

ʰ˄ʰ˂ˎˍʽˁʱ ˍʰ ˋʹ˃ʰ˄ˍʽˁˈˍʶˊʰ ʶ˅ Ψʰˎˍ˗˄Φ  

ɸʰ ̄́ ʷˉʶʽ ˋʶ ʰˎˍˈ ˍˇ ˋʹ˃ʶʾˇ ˄ʰ ʶʽˉ˖ʻʶʾ ˈˍʽ ʴʽʰ ˍʹ˄ ʶˁˍʷ˂ʶˋʹ ˍ˖˄ ʵˇˁʽ˃˗˄ ˍʰ ̱̀ˇʽ˔ʶʾʰ ʴʽʰ ˍʹ˄ 

ʵʹ˃ʽˇˎˊʴʾʰ ˍˇˎ ˉ˂ʷʴ˃ʰˍˇˌ ʶʾ˄ʰʽ Lagrange 2̌  ˎʲʰʻ˃ˇˏΦ (ʅˍˇ ˉʰˊʱˊˍʹ˃ʰ ˉʰˊʰˍʾʻʶ˄ˍʰʽ ˉʾ˄ʰˁʶˌ 

˃ʶ ˍʰ 2D & 3D ̀ ˍˇʽ˔ʶʾʰύ 

нΦн ʃʶˊʽʴˊʰ˒ʺ 

2.2.1 ɼʰˍʰ˄ˈʹˋʹ ˂ʶʽˍˇˎˊʴʾʰˌ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽʹʻʷ˄ˍˇˌ BEM ̄ ˊˇʴˊʱ˃˃ʰˍˇˌ 
ʃˊʽ˄ ʰˉˈ ˍˇ ˅ʶˁʾ˄ʹ˃ʰ ˍˇˎ ʶˊʶˎ˄ʹˍʽˁˇˏ ˁˇ˃˃ʰˍʽˇˏ ˍʹˌ ʶˊʴʰˋʾʰˌ ʺˍʰ˄ ˋʹ˃ʰ˄ˍʽˁˈ ˄ʰ ɹ̔ ˄ʶʾ 

ˁʰˍʰ˄ˇʹˍˈˌ ˇ ̱ˊˈˉˇˌ ˂ʶʽˍˇˎˊʴʾʰˌ ˍˇˎ BEM ˉˊˇʴˊʱ˃˃ʰˍˇˌΦ ɱʽʰ ˍʹ˄ ʶˉʾˍʶˎ˅ʹ ʰˎˍˇˏ ʺˍʰ˄ 

ʰˉʰˊʰʾˍʹˍˇ ˄ʰ ̝́ ʹˋʽ˃ˇˉˇʽʹʻʶʾ ʷ˄ʰˌ ˂ʽʴˈˍʶˊˇ ʰˎˍˇ˃ʰˍˇˉˇʽʹ˃ʷ˄ˇˌ ˍˊˈˉˇˌ ʰ˄ʱ˂ˎˋʹˌ ˁʰˍʱ ˍˇ˄ 

ˇˉˇʾˇ  ʹ ˋ˔ʶʵʾʰˋʹ ˍʹˌ ʶ˅ʶˍʰʸˈ˃ʶ˄ʹˌ ʵʽʰˍˇ˃ʺˌ ʵʶ˄ ʴʾ˄ʶˍʰʽ ˃ʶ ˁʱˉˇʽˇ CAD ʰ˂˂ʱ ˃ʷˋ˖ ʰˊ˔ʶʾˇˎ 

.txt ̍ ˉˇˎ ʶ˄ˍˈˌ ʰˎˍˇˏ ˇˊʾʸˇ˄ˍʰʽ ˉ˂ʹˊˇ˒ˇˊʾʶˌ ˉˇˎ ʰ˒ˇˊˇˏ˄Υ 

¶ ʆʹ˄ ʴʶ˖˃ʶˍˊʾʰ ˍʹˌ ʵʽʰˍˇ˃ʺˌ όˋˎ˄ˍʶˍʰʴ˃ʷ˄ʶˌ x,y ɹ ʽʰ ˍʹ˄ ʻʷˋʹ ˍ˖˄ ˁˈ˃ʲ˖˄ύ 

¶ ʆˇ˄ ˍˏˉˇ ˁʰʽ ˍˇ˄ ʰˊʽʻ˃ˈ ˍ˖˄ ˁˈ˃ʲ˖˄  

¶ ʆˇ˄ ˍˏˉˇ ˁʰʽ ˍˇ˄ ʰˊʽʻ˃ˈ ˍ˖˄ ˋˍˇʽ˔ʶʾ˖˄  

¶ ʆˇ˄ ʰˊʽʻ˃ˈ ˉʹʴ˗˄ ˁΦʰΦ 

ʃʰˊʰˁʱˍ˖ ˉʰˊˇˎˋʽʱʸʶˍʰʽ ˁʰʽ ˉʶˊʽʴˊʱ˒ʶˍʰʽ ʹ ʵˇ˃ʺ ˍˇˎ Φtxt ˍʹˌ ʵʽʰˍˇ˃ʺˌ ˈˉˇˎ 

˔́ ʹˋʽ˃ˇˉˇʽʺʻʹˁʶΦ ʆˎˉˇˉˇʽʹ˃ʷ˄ʹ ˁʰˍʱ DIN млнр ʵʽʰˍˇ˃ʺ L ɻ ʽʰˋˍʱˋʶ˖˄ нрx25x5. 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  25 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

 

ʅ˔ʺ˃ʰ 5Υ ɲˇ˃ʺ .txt ɹ ʽʰ BEM ̀ ʶ ʴ˖˄ʽʱ нрx25x5 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  26 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

ʃʶˊʽʴˊʰ˒ʺ .txt (ʅ̝ʺ˃ʰ р): 

1. ʆʾˍ˂ˇˌ 

2.  н5 Ҧ р 

 !· Ҧ с 

 о5 Ҧ т 

3. м Ґ ʰ˄ˍʽʴˊʰ˒ʺ ECHO ̀ ʶ ʰˊ˔ʶʾʰ 

л Ґ˃ʹ ʰ˄ˍʽʴˊʰ˒ʺ ECHO ̀ ʶ ʰˊ˔ʶʾʰ 

4. ɮˊʽʻ˃ˈˌ ʴˊʰ˃˃˗˄ ʰ˄ʱ ˋʶ˂ʾʵʰ ˋˍʹ˄ ʷ˅ˇʵˇ ˁʰʽ ˍˇ ˉˊ˖ˍˈˁˇ˂˂ˇ όʃˊˇʶˉʽ˂ˇʴʺ слύ. ɶ ˍʽ˃ʺ 

ʽˋ˔ˏʶʽ ʴʽʰ .9¢¢L!I ˁʰʻ˗ˌ ˁʰʽ ʴʽʰ .9¢¢LD9 

5. D9ha ˇˊʾʸʶʽ ˍˇ ˋʹ˃ʶʾˇ ˋˍˇ ˉˊˈʴˊʰ˃˃ʰ ˈˉˇˎ ˂ʰ˃ʲʱ˄ʶʽ ˔˗ˊʰ ʹ ʵˊʱˋʹ ʰˉˈ ˍˇ˄ 

ˉ˂ʹˋʽʷˋˍʶˊˇ ɼ˖ʵʽˁˈ όah59ύ ˉˇˎ ˉʶˊʽʴˊʱ˒ʶˍʰʽ 

л Ґ ˋˍˇ ˍʷ˂ˇˌ ˍˇˎ ̄ ˊˇʴˊʱ˃˃ʰˍˇˌ 

м Ґ ˃ʶˍʱ ˍʹ˄ ˊˇˎˍʾ˄ʰ ±hw.9w ό˃ʷˊˇˌ ʴʶ˖˃ʶˍˊʾʰύ 

н Ґ ˉˊʽ˄ ˊˇˎˍʾ˄ʰ 9t!¦{² όʰ˅ʽˇ˂ˈʴʹˋʹ ʶ˄ˈˌ ˋʹ˃ʶʾˇˎύ 

6. ɽɳɹʆʁʇʄɱɹɮ 

ɽʶʽˍˇˎˊʴʾʰ ʶˉʰ˄ʶˁˁʾ˄ʹˋʹˌ  

л Ґ ʁ˂ˇˁ˂ʺˊ˖ˋʹ ˍˇˎ ˉˊˇʴˊʱ˃˃ʰˍˇˌ όɮˁˏˊ˖ˋʹύ 

м Ґ ʅˍʰ˃ʰˍʺˋˍʶ ˍˇ ˉˊˈʴˊʰ˃˃ʰ ˃ʶ ˍʹ˄ ˉˊˇʹʴˇˏ˃ʶ˄ʹ ʷˁʵˇˋʹ ˈ˂˖˄ ˍ˖˄ ˋ˔ʶˍʽˁ˗˄ 

ʵʶʵˇ˃ʷ˄˖˄ ˋˍˇ ʰˊ˔ʶʾˇ 

н Ґ ɳˉʰ˄ʶˁˁʾ˄ʹˋʹ ˍˇˎ ˉˊˇʴˊʱ˃˃ʰˍˇˌ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽ˗˄ˍʰˌ ˍʰ ˋ˔ʶˍʽˁʱ ʵʶʵˇ˃ʷ˄ʰ 

ʰ˄ʱʴ˄˖ˋʹ ̩h ˉˈ ˍˇ ʰˊ˔ʶʾˇ 

7. ɮʄʋɳɺʁ 

ʆˇ ˈ˄ˇ˃ʱ ˍʹˌ ʶˉʰ˄ʶˁˁʾ˄ʹˋʹˌ-ʰˊ˔ʶʾˇˎ ό˃ʷʴʽˋˍˇ т ʴˊʱ˃˃ʰˍʰύ 

8. ʅˎ˃˃ʶˍˊʾʶˌ 

9. ʅˏ˄ˇ˂ˇ ˁˈ˃ʲ˖˄ ˃ʶ ʵʽˉ˂ˇˏˌ 

10. ʅˏ˄ˇ˂ˇ ˋˍˇʽ˔ʶʾ˖˄ 

11. ʅˏ˄ˇ˂ˇ ˇˊʾ˖˄ όˉΦ˔Φ н ʁ ʱ˄ ʷ˔˖ ˁ ˃ʽʰ ˇˉʺύ 

12. ɾʷʴʽˋˍˇˌ ɮˊʽʻ˃ˈˌ ˉʹʴ˗˄ 

13. ɾʷʴʽˋˍˇˌ ʰˊʽʻ˃ˈˌ ˋˍˇʽ˔ʶʾ˖˄ 

14. ɾʷʴʽˋˍˇˌ ʰˊʽʻ˃ˈˌ ˁˈ˃ʲ˖˄ ʰ˄ʱ ˋˍˇʽ˔ʶʾˇ 

15. ɮκɮ ˈ˂˖˄ ˍ˖˄ ˁˈ˃ʲ˖˄ 

16. ʋ ˋˎ˄ˍʶˍʰʴ˃ʷ˄ʹ ˋʹ˃ʶʾˇˎ 

17. ʇ ˋˎ˄ˍʶˍʰʴ˃ʷ˄ʹ ˋʹ˃ʶʾˇˎ 

18. ɵ ˋˎ˄ˍʶˍʰʴ˃ʷ˄ʹ ˋʹ˃ʶʾˇˎ 

19. ʂˍʰ˄ ʷ˔ˇˎ˃ʶ ʵʽˉ˂ˈ ˁˈ˃ʲˇ ʲʱʸˇˎ˃ʶ ˍˇ˄ ɮκɮ ˍˇˎ ˉˊ˗ˍˇˎ ɲΦˁˈ˃ʲˇˎ ˋˍˇ˄ ʵʶˏˍʶˊˇ 

20. -1 -Ҕ ʶ˄ʵʽʱ˃ʶˋˇˌ ˁˈ˃ʲˇˌ ˋˍˇʽ˔ʶʾˇˎ нн 

0 -> ? 

1 -Ҕ ˃ˇ˄ˇʾ ˁˈ˃ʲˇʽ 

2  -Ҕ ʵʽˉ˂ˇʾ ˁˈ˃ʲˇʽ 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  27 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

3  -> ? 

4  -> ? 

21. ʆˏˉˇˌ ˁʱʻʶ ˋˍˇʽ˔ʶʾˇˎ 

22. ɼˈ˃ʲˇʽ ˉˇˎ ʰˉˇˍʶ˂ˇˏ˄ ˍˇ ˁʱʻʶ ˋˍˇʽ˔ʶʾˇ 

23. ʅˎ˄ˍʶ˂ʶˋˍʺˌ ˃ʶˍʱʵˇˋʹˌ ʻʶˊ˃ˈˍʹˍʰˌ ˎ˂ʽˁˇˏ 

24. ɮˊʽʻ˃ˈˌ ˉʹʴ˗˄ 

25. ɮˊʽʻ˃ˈˌ ʅˍˇʽ˔ʶʾ˖˄ 

26. 0 -Ҕ мˇˎ ʲʰʻ˃ˇ ˏ

1 -Ҕ нˇˎ ʲʰʻ˃ˇˏ 

2 -Ҕ оˇˎ ʲʰʻ˃ˇˏ 

27. ʂ˂ʶˌ ˇʽ ˉʹʴʷˌ 

28. ʂ˂ʰ ˍʰ ˋˍˇʽ˔ʶʾʰ 

ʃʰˊʱ˂˂ʹ˂ʰΣ ʰ˄ʰʴˁʰʾʰ ʴʽʰ ˍʹ˄ ˁʰ˂ˏˍʶˊʹ ˁʰˍʰ˄ˈʹˋʹ ˍˇˎ ˉˊˇʲ˂ʺ˃ʰˍˇˌ ʰˉˇˍʷ˂ʶˋʶ ʹ 

˔ʰˊˍˇʴˊʱ˒ʹˋʹ ˍʹˌ ˉˊˇˌ ʶ˅ʷˍʰˋʹ ʵʽʰˍˇ˃ʺˌ ʴʽʰ ˍʹ˄ ʰˁˊʽʲʺ ʰˉˈʵˇˋʹ ˍ˖˄ ˋˎ˄ˍʶˍʰʴ˃ʷ˄˖˄ ˈˉ˖ˌ 

˒ʰʾ˄ʶˍʰʽ ˉʰˊʰˁʱˍ˖. 

 

ʅ˔ʺ˃ʰ 6: ʁˉˍʽˁˇˉˇʾʹˋʹ ˋʶ CAD ̱ ˇˎ .txt 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  28 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

ɮ˒ˈˍˇˎ ˇ˂ˇˁ˂ʹˊ˖ʻʶʾ ˍˇ ˋˍʺˋʽ˃ˇ ˍˇˎ Φtxt ʶˁˍʶ˂ʶʾˍʰʽ ˃ʽʰ ʶ˒ʰˊ˃ˇʴʺ όΦexeύ ʹ ˇˉˇʾʰ ʰ˄ˍ˂ʶʾ 

ʵʶʵˇ˃ʷ˄ʰ ʰˉˈ ˍˇ ʰˊ˔ʶʾˇ ˁʶʽ˃ʷ˄ˇˎ ˁʰʽ ˁʱ˄ʶʽ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋ˃ˇˏˌ ʴʽʰ ˍʹ˄ ʻʶˊ˃ʽˁʺ ʰʴ˖ʴʽ˃ˈˍʹˍʰ 

ʵʹ˃ʽˇˎˊʴ˗˄ˍʰˌ ʵˎˇ ˄ʷʰ Φtxt ʶ˄ˍˈˌ ˍ˖˄ ˇˉˇʾ˖˄ ˎˉʱˊ˔ˇˎ˄ ˋˍˇʽ˔ʶʾʰ ˈˉ˖ˌ ʹ ɸʶˊ˃ʽˁʺ ˊˇʺ / 

ɳˉʽ˒ʱ˄ʶʽʰ ˉˇˎ ˇʵʹʴˇˏ˄ ˋˍʹ˄ ʶˏˊʶˋʹ ˍʹˌ ˋˍˊʶˉˍʽˁʺˌ ˍʱˋʹˌ ˁʱʻʶ ˁˈ˃ʲˇˎ ˁʰʽ ˁʰˍΩ ʶˉʷˁˍʰˋʹ ˍʹˌ 

˃ʷʴʽˋˍʹˌ ˉˇˎ ʶʾ˄ʰʽ ˁʰʽ ˍˇ ʸʹˍˇˏ˃ʶ˄ˇ ˍʹˌ ˈ˂ʹˌ ʰ˄ʱ˂ˎˋʹˌΦ 

ɴˉʶʽˍʰ ɹ ˄˖ˊʾʸˇ˄ˍʰˌ ˍʹ˄ ɸʶˊ˃ʽˁʺ ˊˇʺ κ ɳˉʽ˒ʱ˄ʶʽʰ (Fluss(i)) ˁ ʰʽ ʷ˔ˇ˄̱h ˌ ˎˉˇ˂ˇʴʾˋʶʽ ̱ ʹ˄ ˋˍˊʶˉˍʽˁʺ 

ˋˍʰʻʶˊʱ It ˎ ˉˇ˂ˇʴʾʸʶˍʰʽ ʹ ˋˍˊʶˉˍʽˁʺ ˍʱˋʹ ʰ˄ʱ ˁˈ˃ʲˇΦ 

ɱʽʰ ʴ˖˄ʽʷˌ h ˄ʽˋˇˋˁʶ˂ʶʾˌΥ 

 

ʅ˔ʺ˃ʰ 7: ʅˍˊʶˉˍʽˁʺ ʅˍʰʻʶˊʱ ʴʽʰ ʴ˖˄ʽʷˌ ʰ˄ʽˋˇˋˁʶ˂ʶʾˌ 

ɱʽʰ ʴ˖˄ʽʷˌ ʽ̀ ˇˋˁʶ˂ʶʾˌΥ 

 

 

ʅ˔ʺ˃ʰ 8: ʅˍˊʶˉˍʽˁʺ ʅˍʰʻʶˊʱ ʴʽʰ ʴ˖˄ʽʷˌ ʽˋˇˋˁʶ˂ʶʾˌ 

 

ʅ˔ʺ˃ʰ 9: ɱʶ˖˃ʶˍˊʽˁʱ ˋˍˇʽ˔ʶʾʰ ʵʽʰˍˇ˃ʺˌ L 

 

ʅ˔ʺ˃ʰ 10: ʆˏˉˇˌ ˍʱˋʹˌ ˋˍˊʷ˕ʹˌ 

ʆʷ˂ˇˌ ˋˎʴˁʶ˄ˍˊ˗˄ˇ˄ˍʰʽ ˍʰ ˋˍˇʽ˔ʶʾʰ ˋʶ ʷ˄ʰ˄ ˉʾ˄ʰˁʰ ˁʰʽ ʷˍˋʽ ˁʰʻʽˋˍʱˍʶ ˉ˂ʷˇ˄ ʰˉ˂ˈˌ ˇ 

ʶ˄ˍˇˉʽˋ˃ˈˌ ˍ˖˄ ʶˉʾ˃ʰ˔˖˄ ˍʱ̀ʶ˖˄. 

(b'+d')·t3

3
It =

2b·t3

3
It =

2·Mt

It
Tt (i)= ·fluss(i)



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  29 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

 

ʃʾ˄ʰˁʰˌ 1: ʇˉˇ˂ˇʴʽˋ˃ˈˌ Tt max h ˉˈ Fluss 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  30 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

2.2.2 ɳ˒ʰˊ˃ˇʴʺ ˋʶ Inventor ˁ ʰʽ API 
ɮ˄ˍʽ˂ʰ˃ʲʰ˄ˈ˃ʶ˄ˇʽ ˉ˂ʷˇ˄ ˍʹˌ ˂ʶʽˍˇˎˊʴʾʰˌ ˍʹˌ ˃ʶʻˈʵˇˎ ˉˊˇ˔˖ˊʱ˃ʶ ˋˍʹ˄ ˁˎˊʽʱ ʵʽʰʵʽˁʰˋʾʰ ˃ʷˋ˖ 

ˍʹˌ ˇˉˇʾʰˌ ʻʰ ˂ʱʲˇˎ˄ ˔˗ˊʰ ˇʽ ˇˎˋʽʰˋˍʽˁʷˌ ʵˇˁʽ˃ʷˌΦ ʂ˄ˍʰˌ ˉˊʰˁˍʽˁʱ ˉʽˇ ʰˎˍˇ˃ʰˍˇˉˇʽʹ˃ʷ˄ʹΣ 

ˋˎʴˁˊʽ˄ˈ˃ʶ˄ʹ ˃ʶ ˍʹ˄ ʰˎˍʺ˄ ˋˍʹ˄ ˉˊˇʹʴˇˏ˃ʶ˄ʹ ʶ˄ˈˍʹˍʰΣ ˇ ̀˔ʶʵʽʰˋ˃ˈˌ ˍˇˎ ˃ʶ˂ʶˍˇˏ˃ʶ˄ˇˎ 

ʰ˄ˍʽˁʶʽ˃ʷ˄ˇˎ ɹ ʾ˄ʶˍʰʽ ̀ ʶ ˋˏʴ˔ˊˇ˄ˇ ˋˏˋˍʹ˃ʰ CADΦ ʁʽ ˎ̄ ˇ˂ˇʴʽˋ˃ˇʾ ɹ ʾ˄ˇ˄ˍʰʽ ˃ʷˋ˖ ˁ ˗ʵʽˁʰ ˋˍˇ API 

ˍˇˎ CAD ˁ ʰʽ ˍʰ ʰˉˇˍʶ˂ʷˋ˃ʰˍʰ ˍʹˌ ˃ʶ˂ʷˍʹˌ ʰˉˇˍˎˉ˗˄ˇ˄ˍʰʽ ʰˎ̱ˈ˃ʰˍʰ ˋʶ excel. 

ɮ˅ʾʸʶʽ ˄ʰ ˋʹ˃ʶʽ˖ʻʶʾ ˈˍʽ ʴʽʰ ˍʹ˄ ʵʽʰʵʽˁʰˋʾʰ ˔ˊʹˋʽ˃ˇˉˇʽʺʻʹˁʰ˄ ˍʰ ʶ˅ʺˌ ˂ˇʴʽˋ˃ʽˁʱΥ 

¶ Autodesk Inventor 2013 x32bit 

¶ Microsoft Excel 2013 x32bit 

ɳ˄˗ ˇ ˁ˗ʵʽˁʰˌ ʴˊʱ˒ˍʹˁʶ ˃ʶ ˍʹ ˔ˊʺˋʹ Visual Basic ̀ ˍˇ API ̱ ˇˎ Inventor ˁ ʰʽ ʷ˄ʰ ˃ʽˁˊˈ ˃ʷˊˇˌ ˍˇˎ 

ˋˍˇ API ̱ ˇˎ Excel. 

ɮˊ˔ʽˁʱ ʴʾ˄ʶˍʰʽ ʹ ˋ˔ʶʵʾʰˋʹ ˍ˖˄ ʵʽʰˍˇ˃˗˄ ˉˊˇˌ ʶ˅ʷˍʰˋʹΣ ʷˉʶʽˍʰ ʰ˄ˇʾʴˇˎ˃ʶ ˍʹ˄ ʵʽʶˉʰ˒ʺ 

ˉˊˇʴˊʰ˃˃ʰˍʽˋˍʽˁˇˏ ˉʶˊʽʲʱ˂˂ˇ˄ˍˇˌ ˍˇˎ Inventor ˁʰʽ ˒ˇˊˍ˗˄ˇˎ˃ʶ ˍˇ˄ ˁ˗ʵʽˁʰ ʴʽʰ ˍʹ˄ ʰ˄ʱ˂ˎˋʹ 

˃ʶ ˃̫ ʻˇʵˇ ˋˎ˄ˇˊʽʰˁ˗˄ ˋˍˇʽ˔ʶʾ˖˄Φ ʅʶ ˈˍʽ ʰ˒ˇˊʱ ˍʹ˄ ˋ˔ʶʵʾʰˋʹ ʶʾ˄ʰʽ ˋʹ˃ʰ˄ˍʽˁˈ ˄ʰ ̫̝ ʶʽ 

ˋ˔ʶʵʽʰˋˍʶʾ ˍˇ ̄́ ˇ˒ʾ˂ ˍʹˌ ʵʽʰˍˇ˃ʺˌ ˋʶ sketch ˁʰʽ ˋʶ ʰˎˍˈ ˄ʰ ʴʾ˄ʶʽ extrudeΦ ʅˍʹ˄ ˋˎ˄ʷ˔ʶʽʰ 

ʶˉʽ˂ʷʴʶˍʰʽ ˍˇ extrude feature ˁʰʽ ʶˁˍʶ˂ʶʾˍʶ ˍˇ ̄́ ˈʴˊʰ˃˃ʰ ˋˍˇ API. ɮˁˇ˂ˇˎʻʶʾ ˇ ˇˊʽˋ˃ˈˌ 

ˁʱˉˇʽ˖˄ ̡ ʰˋʽˁ˗˄ ˉʰˊʰ˃ʷˍˊ˖˄ ̍ ˉ˖ˌΥ 

¶ ʆˇ ˉˇˋˇˋˍˈ ˉ˂ʶʴ˃ʰˍˇˉˇʾʹˋʹˌ, ˃ʽʰ ˍʽ˃ʺ ˃ʶˍʰ˅ˏ 5% -рл҈Φ ɮˎˍʺ ʹ ˍʽ˃ʺ ˁʰʻˇˊʾʸʶʽ ˍʹ˄ 

ʰˁˊʾʲʶʽʰ ˍ˖˄ ʰˉˇˍʶ˂ʶˋ˃ʱˍ˖˄ όˋˎʴˁʶˁˊʽ˃ʷ˄ʰ ˍˇ ˃ʺˁˇˌ ˉˇˎ ʻʰ ˔˖ˊʽˋˍˇˏ˄ ˈ˂ʰ ˍʰ 

ʰ˄ˍʽˁʶʾ˃ʶ˄ʰ ˍˇˎ sketch). 

¶ ʆʹ˄ ˍʽ˃ʺ ˍʹˌ ˊˇˉʺˌ ˋˍˊʷ˕ʹˌ Mt (50000 N·mm) όˇʽ ˒ˇˊˍʾˋʶʽˌ ʶʾ˄ʰʽ ʾʵʽʰˌ ʴʽʰ ˈ˂ʰ ˍʰ 

ˉʶˊʱ˃ʰˍʰ ˉˇˎ ʶˁˍʶ˂ʷˋˍʹˁʰ˄ύ 

¶ ʆʹ˄ ˍʽ˃ʺ ˍʹˌ ˊˇˉʺˌ ˁʱ˃˕ʹˌ X  Mx (-560000 N·mm) 

¶ ʆʹ˄ ˍʽ˃ʺ ˍʹˌ ˊˇˉʺˌ ˁʱ˃˕ʹˌ Y My Y (280000 N·mm) 

¶ ʆˇ ˈ˄ˇ˃ʰ ˍʹˌ ˃ʶ˂ʷˍʹˌ 

ɾˈ˂ʽˌ ˍʶ˂ʶʽ˗ˋʶʽ ˍˇ ˉˊˈʴˊʰ˃˃ʰ ʷ˔ʶʽ ʵʹ˃ʽˇˎˊʴʹʻʶʾ ʷ˄ʰ Φxls ˃ʶ ˍʰ ʰˉˇˍʶ˂ʷˋ˃ʰˍʰΦ ʆʰ 

ʰˉˇˍʶ˂ʷˋ˃ʰˍʰ ˋˍˇ ˄ʷˇ ʰˊ˔ʶʾˇ 9ȄŎŜƭ ʻʰ ˉʶˊʽ˂ʰ˃ʲʱ˄ˇˎ˄Υ  

¶ ˍˇ˄ ʰˏ˅ˇ˄ˍʰ ʰˊʽʻ˃ˈ ˍˇˎ ˁʱʻʶ ˋʹ˃ʶʾˇˎ όмллл ˋʹ˃ʶʾʰύΣ  

¶ ˍʽˌ ˋˎ˄ˍʶˍʰʴ˃ʷ˄ʶˌ x,y 

¶ ˍʹ˄ ʰˉˈˋˍʰˋʹ ʰˉˈ ˍˇ ˋʹ˃ʶʾˇ ʰ˄ʰ˒ˇˊʱˌ ˍˇˎ ˁʱʻʶ ˋʹ˃ʶʾˇˎ ό¦ ˋʶ ƳƳύ 

¶ ˍʰ ʰˉˇˍʶ˂ʷˋ˃ʰˍʰ ˍʹˌ ˍʱˋʹˌ ˁʱ˃˕ʹˌ (Sb), ̀ ˍˊʶˉˍʽˁʺ ˍʱˋʹˌ όʆtύ ˁʰʽ ˍʹ ̀̔ ˋˇʵˏ˄ʰ˃ʹ ˍʱˋʹˌ 

ό{Ǿύ ˍˇˎ ˁʱʻʶ ˋʹ˃ʶʾˇˎ όˈˉˇˎ ʲˊʾˋˁʶˍʰʽ  ˁʰʽ ˍˇ ˋʹ˃ʶʾˇ ˃ʶ ˍʽˌ ˃ ʷʴʽˋˍʶˌ {ōΣ ʆt ˁ ʰʽ {ǾύΦ 



 ɮɿʍʆɮʆʁ ɳɼʃɮɹɲɳʇʆɹɼʁ ɹɲʄʇɾɮ ʃɳɹʄɮɹɮ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʁʇ ʆʁɾɳɮ 

 

  31 | ʅ ʶ˂ʾʵʰ 
ʅʋʁɽɶ ʆɳʋɿʁɽʁɱɹɼʍɿ ɳʊɮʄɾʁɱʍɿ   
ʆɾɶɾɮ ɾɶʋɮɿʁɽʁɱʍɿ ɾɶʋɮɿɹɼʍɿ  ɱɹɮɾɮɹʁʅ ɰɮʅɹɽɳɹʁʅ 

 

ɲʽʱʴˊʰ˃˃ʰ 1: Tt=f(u) 

 

ɲʽʱʴˊʰ˃˃ʰ 2: Sv=f(u) 

 

ɲʽʱʴˊʰ˃˃ʰ 3: Sb=f(u) 
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