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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Σκοπός αυτής της πτυχιακής εργασίας είναι αναλυτική µελέτη των µεθόδων επίλυσης 
υπερστατικών φορέων στο επίπεδο. Αρχικά, στο πρώτο κεφάλαιο παρουσιάζονται 
βασικές έννοιες της Μηχανικής ώστε να υπάρχει ένα καλό υπόβαθρο γνώσεων.  Στη 
συνέχεια, στο δεύτερο κεφάλαιο επεξηγούνται οι όροι της ισοστατικότητας και της 
υπερσταττικότητας. Τέλος, στο τρίτο κεφάλαιο αναλύονται οι κλασικές µέθοδοι 
επίλυσης υπερστατικών φορέων, η µέθοδος των ∆υνάµεων και η µέθοδος των 
Μετακινήσεων καθώς και η αρχή των ∆υνατών έργων. Επίσης, αναλύονται και 
κάποιες από τις ειδικές µεθόδους επίλυσης των υπερστατικών φορέων όπως τα 
θεωρήµατα του Castigliano, η µέθοδος Γωνιών Στροφής, η µέθοδος Cross, η µέθοδος 
Kani και η µέθοδος Clayperon. 

 

ABSTRACT 

The purpose of this graduation thesis is a detailed study on solving methods of 
statically indeterminate structures. Initially, in the first chapter is being presented the 
basic concept of mechanics that constitute a good knowledge base. Then, in the 
second chapter are being explained the term of structural redundancy. Finally, in the 
third charter are being analyzed the classic solving methods of indeterminate 
structures such as displacement method. Also are being analyzed some of the specific 
solving methods of indeterminate structures such as the theorems of Castigliano, the 
Cross method, the Kani method and Clayperon method. 
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1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

1.1  Βασικές αρχές και έννοιες της Μηχανικής 
 

Η Μηχανική είναι η εφαρµοσµένη φυσική επιστήµη που ασχολείται µε τη 
συµπεριφορά των φυσικών σωµάτων τα οποία βρίσκονται σε ηρεµία ή κίνηση όταν 
αυτά αλληλεπιδρούν µε δυνάµεις µεταξύ τους. Ανάλογα µε την φυσική κατάσταση 
των σωµάτων που εξετάζει διακρίνεται σε: 

1. Μηχανική των στερεών 
2. Μηχανική των υγρών και 
3. Μηχανική των αερίων 

Η Μηχανική των στερεών ασχολείται µε την ισορροπία , την κατάσταση και την 
κίνηση των φορέων, δηλαδή των σωµάτων που φορτίζονται. Πιο αναλυτικά χωρίζεται 
σε δύο κατηγορίες: τη Στατική και τη ∆υναµική. 

i. Η Στατική εξετάζει τις συνθήκες ισορροπίας των σωµάτων, τα οποία 
θεωρούνται απαραµόρφωτα, παρά την επίδραση των εξωτερικών δυνάµεων σε 
αυτά, διατηρούν το αρχικό τους σχήµα και διαστάσεις, δηλαδή δεν 
παραµορφώνονται. Αντιθέτως, η Αντοχή των υλικών (προέκταση της 
Στατικής) µελετά τις εσωτερικές δυνάµεις που αναπτύσσονται στους φορείς 
που καταπονούνται, την κατανοµή των τάσεων στα στερεά, τις 
παραµορφώσεις καθώς και τις σχέσεις τάσεων-παραµορφώσεων. 

ii.  Η ∆υναµική µελετά τη κίνηση των σωµάτων καθώς επίσης και τις δυνάµεις 
που σχετίζονται µε τα κινούµενα σώµατα. Η ∆υναµική χωρίζεται σε δύο 
κατηγορίες: την Κινηµατική και την Κινητική.  Η Κινηµατική µελετά την 
κίνηση των σωµάτων χωρίς να λαµβάνονται υπόψη οι δυνάµεις που την 
προκαλούν εν αντιθέσει µε την Κινητική. 

Οι  βασικότερες αρχές της Μηχανικής είναι οι εξής: 

I. Αρχή της αδράνειας 
«Κάθε σώµα διατηρεί την κατάσταση της ηρεµίας του ή συνεχίζει κινούµενο 
ευθυγράµµως και ισοταχώς, εφόσον όλες οι δυνάµεις που δρουν επάνω σε 
αυτό ισορροπούν». 

II.  Αρχή της δράσης- αντίδρασης 
«Όταν ένα σώµα Α ασκεί σε ένα σώµα Β µια δύναµη ΡΑ (δράση) τότε και το 
σώµα Β ασκεί επάνω στο σώµα Α µια δύναµη ΡΒ (αντίδραση), η οποία έχει το 
ίδιο µέτρο, την ίδια διεύθυνση αλλά είναι αντίθετης φοράς της ΡΑ». 

III.  Αρχή της επαλληλίας ή αρχή της υπέρθεσης 
«Το αποτέλεσµα (αντίδραση, τάση) το προερχόµενο από δύο ή περισσότερες 
δυνάµεις που επενεργούν ταυτόχρονα σε ένα σώµα, ισούται µε το αλγεβρικό 
άθροισµα των αποτελεσµάτων που θα προήρχετο, αν κάθε δύναµη δρούσε 
ξεχωριστά στο σώµα». 
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IV.  Αρχή του Saint Venant 
«Τα στατικά ισοδύναµα συστήµατα, επιφέρουν ίδιες τάσεις και 
παραµορφώσεις σε ικανοποιητική απόσταση από την περιοχή εφαρµογή 
τους». 

1.2 Εξωτερικά φορτία 
 

Τα εξωτερικά φορτία (δυνάµεις ή ροπές) που ασκούνται σε ένα σώµα ή µια 
κατασκευή διακρίνονται σε: 

i. Ηµιστατικά φορτία: ορίζονται εκείνα που αυξάνονται οµαλά, δηλ. 
διατηρούν σταθερή τιµή για ένα χρονικό διάστηµα και στη συνέχεια 
µειώνονται οµοίως οµαλά. 

ii.  Κρουστικά φορτία: ορίζονται εκείνα που δρουν απότοµα µε όλη τους την 
ένταση σε ένα σώµα. 

iii.  Πάγια ή µόνιµα φορτία: ορίζονται εκείνα που καταπονούν µονίµως µια 
κατασκευή όπως για παράδειγµα το ίδιο το βάρος µιας κατασκευής. 

iv. Εναλλασσόµενα φορτία: ορίζονται εκείνα που µεταβάλλονται οµαλά µε 
την πάροδο του χρόνου. 

Επίσης, όσων αφορά τον τρόπο δράσης τα εξωτερικά φορτία διακρίνονται σε: 

• Συγκεντρωτικά φορτία ή συγκεντρωµένες δυνάµεις: ασκούνται σε 
σχετικά µικρή περιοχή του σώµατος, που πρακτικά θεωρείται σηµείο, για 
αυτό και καλούνται και σηµειακά φορτία. 
• Κατανεµηµένα φορτία: ασκούνται σε µια ορισµένη περιοχή του 

σώµατος είτε α) οµοιόµορφα, όπου χαρακτηρίζεται από σταθερή ένταση σε 
όλο το µήκος δράσης, β) τριγωνικά ή γραµµικά µεταβαλλόµενο, µε γραµµική 
µεταβολή της έντασης, γ) παραβολικό ή δ) τραπεζοειδές. 
• Κατανεµηµένα επιφανειακά φορτία: είναι κατανεµηµένα σε όλο τον 

όγκο του σώµατος (χαρακτηρίζονται και ως χωρικά κατανεµηµένα) όπως το 
ίδιο βάρος των σωµάτων. 

 

1.3 Φορέας 
 

Φορέας θεωρείται ένα σώµα ή µια κατασκευή που δέχεται εξωτερικά φορτία και 
τα µεταφέρει µε ασφάλεια στις στηρίξεις του και αναφέρεται σε όλα τα στερεά 
σώµατα που ισορροπούν υπό την επίδραση φορτίων. Κάθε πλήρης φορέας 
αποτελείται από τον ελεύθερο φορέα και τη στήριξη. 

• Ελεύθερος φορέας θεωρείται το τµήµα της κατασκευής όπου επιδρούν τα 
εξωτερικά φορτία 



~ 13 ~ 

 

• Στήριξη είναι το τµήµα διαµέσου του οποίου τα εξωτερικά φορτία 
καταλήγουν στο έδαφος. 

Σύµφωνα µε τα µορφολογικά στοιχεία του κάθε ελεύθερου φορέα διακρίνονται σε 
επτά κατηγορίες: 

1. Η Ράβδος: ένα σώµα το µήκος του οποίου είναι συγκριτικά πολύ µεγαλύτερο 
από τις υπόλοιπες διαστάσεις του και έχει ένα ευθύγραµµο άξονα συµµετρίας. 
Έτσι η ράβδος καταπονείται µόνο από εφελκυστικές ή θλιπτικές δυνάµεις 
κατά τη διεύθυνση του άξονά της. 

2. Η ∆οκός: ένα σώµα το µήκος του οποίου είναι αισθητά µεγαλύτερο από τις 
υπόλοιπες διαστάσεις του και έχει ευθύγραµµο άξονα συµµετρίας. Η δοκός 
καταπονείται από αξονικά και εγκάρσια φορτία. 

3. Το Πλαίσιο: ένα σώµα ή κατασκευή που αποτελείται από άθροισµα δοκών 
που είναι συνδεδεµένοι µεταξύ τους σε κλειστό περίγραµµα. 

4. Το Τόξο: Έτσι χαρακτηρίζεται µια δοκός µε καµπύλο άξονα. 
5. Ο ∆ίσκος: ένα επίπεδο σώµα, ανεξαρτήτως γεωµετρικού σχήµατος, το πάχος 

του οποίου είναι πολύ µικρό συγκριτικά µε τις υπόλοιπες διαστάσεις του. Ο 
δίσκος µπορεί να καταπονείται από εφελκυστικές ή θλιπτικές δυνάµεις που 
ασκούνται στο επίπεδό του. 

6. Η Πλάκα: ένα επίπεδο σώµα το πάχος του οποίου είναι αισθητά πολύ µικρό 
από τις υπόλοιπες διαστάσεις του. Σε αντίθεση µε το δίσκο, η πλάκα µπορεί 
να δεχθεί και εγκάρσια φορτία στο επίπεδό της. 

7. Το Κέλυφος: ένα σώµα το πάχος του οποίου είναι µικρότερο από τις άλλες 
του διαστάσεις και η µέση επιφάνειά του δεν είναι επίπεδη αλλά καµπύλη. 

Ανάλογα µε την µορφή τους χωρίζονται σε: 

� Χωρικούς δηλαδή σώµατα 3 διαστάσεων που δέχονται τυχαίες δυνάµεις στο 
χώρο. 

� Επιφανειακούς δηλαδή κατασκευές µε µικρό πάχος και απλώνονται σε 
επιφάνεια η οποία καλείται ως µέση. Αναλόγως τη µορφή της µέσης 
επιφάνειας χωρίζονται σε κελυφωτούς, όπου η µέση επιφάνεια είναι καµπύλη 
και δέχεται τυχαίες δυνάµεις και σε επίπεδους που είναι σώµατα µε σταθερό ή 
µεταβλητό πάντα µικρού πάχους και αναπτύσσονται σε επίπεδη επιφάνεια 
όπως για παράδειγµα οι δίσκοι και οι πλάκες, η διαφορά των οποίων είναι στα 
εξωτερικά φορτία που δέχονται (κάθετα ή οριζόντια). 

� Γραµµικούς δηλαδή σώµατα σταθερής ή µεταβλητής διατοµής µε άξονα 
ανάλογα τη µορφή του οποίου χωρίζονται σε ευθύγραµµους όταν ο άξονας 
είναι ευθεία γραµµή, σε τοξωτούς όταν ο άξονας είναι καµπύλο τόξο, σε 
πλαισιωτούς όταν ο άξονας είναι τεθλασµένη γραµµή και σε σύνθετους όταν ο 
άξονας έχει σύνθετη µορφή (µία ή περισσότερες από τις παραπάνω 
κατηγορίες). 

 



 

1.4 Στηρίξεις  
 

Οι συγκεντρωµένες δυνάµεις
ελεύθερου φορέα και είναι ικανές
αντιδράσεις. Οι στηρίξεις των

1) Κύλιση ή ελεύθερη
δοκό να αποχωρισθεί
σηµείο στήριξης
βοήθεια ενός εδράνου
κύλισης είναι µια
κάθετη στη κύλιση

2) Άρθρωση:  ονοµάζεται
δοκού και αποκλείει
οριζόντια). Στην
πείρου. Εποµένως
(συµβολίζεται Η

3) Πάκτωση: ονοµάζεται
στροφή της δοκού
δύναµης (ΗΑ , 
περιστροφή της
µε ΜΑ. 

 

 

1.5   ∆ύναµη 
 

 Η έννοια της δύναµης είναι
την περιγραφή της. Έστω ότι
επιδρά σε ένα σώµα Β µε αποτέλεσµα
του Α πάνω στο Β είναι δύναµη
αιτία µεταβολής της κίνησης
διανυσµατικό µέγεθος οπότε
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συγκεντρωµένες δυνάµεις ή ροπές που ασκούνται στη στήριξη ή στηρίξεις
είναι ικανές να εξισορροπήσουν όλα τα φορτία ονοµάζονται

στηρίξεις των επίπεδων φορέων διακρίνονται σε τρεις κατηγορίες

ελεύθερη έδραση: ονοµάζεται η στήριξη που επιτρέπει
αποχωρισθεί κάθετα προς την διεύθυνση της κύλισης

στήριξης είναι ελεύθερο να µετακινείται χωρίς τριβές
ενός εδράνου κύλισης κατά µία µόνο διεύθυνση. Η αντίδραση

µια δύναµη που διέρχεται από το σηµείο στήριξης
στη κύλιση (συµβολίζεται VA ή Ay). 

ονοµάζεται η στήριξη που επιτρέπει την ελεύθερη
και αποκλείει δύο ελευθερίες κίνησης (την κάθετη και

Στην πράξη µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε τη βοήθεια
Εποµένως έχουµε µια δέσµη αντιδράσεων, µια οριζόντια

συµβολίζεται ΗΑ ή Αx)  και µια κατακόρυφη (συµβολίζεται
ονοµάζεται η στήριξη που δεν επιτρέπει καµία µετακίνηση

της δοκού. Οι αντιδράσεις είναι τρεις, οι δύο συνιστώσες
, VA) ή (Αx , Ay)  και µια ροπή που αποκλείει την

περιστροφή της δοκού και ονοµάζεται ροπή πάκτωσης και συµβολίζεται

Σχήµα 1.1 
Τρόποι στήριξης δοκών 

δύναµης είναι θεµελιώδης και ως εκ τούτου δεν υπάρχει
Έστω ότι έχουµε δύο σώµατα, το Α και το Β. Όταν ένα

µε αποτέλεσµα να επιταχυνθεί, τότε θα θεωρούµε
είναι δύναµη και ορίζεται ως η αιτία της επιτάχυνσης

κίνησης ή της γεωµετρίας των σωµάτων. Η δύναµη
οπότε για τον προσδιορισµό της χρειαζόµαστε: 

στήριξη ή στηρίξεις του 
φορτία ονοµάζονται 

τρεις κατηγορίες: 

επιτρέπει στη 
κύλισης. ∆ηλαδή το 
τριβές µε τη 

διεύθυνση. Η αντίδραση 
στήριξης και είναι 

ελεύθερη στροφή της 
κάθετη και την 

τη βοήθεια ενός 
οριζόντια 

συµβολίζεται VA ή Ay). 
καµία µετακίνηση ή 

συνιστώσες της 
αποκλείει την 

και συµβολίζεται 

 

υπάρχει ορισµός για 
ταν ένα σώµα Α 

θεωρούµε ότι η δράση 
επιτάχυνσης ή γενικά η 

δύναµη είναι 
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1. Το µέτρο της, µε µονάδα µέτρησης στο σύστηµα SI το Newton (N) 
2. Την ευθεία πάνω στην οποία ενεργεί, δηλαδή το φορέα της 
3. Τη φορά της  
4. Το σηµείο εφαρµογής της 

Γραφικά, η δύναµη παρίσταται µε ένα διάνυσµα όπου το µήκος του διανύσµατος 
συµβολίζει το µέτρο της δύναµης , το βέλος του διανύσµατος τη φορά της και η αρχή 
ή το τελος του δείχνει το σηµείο εφαρµογής της δύναµης. Όταν δύο υλικά σώµατα 
βρίσκονται σε επαφή, αναπτύσσονται µεταξύ τους δυνάµεις, µε σηµείο εφαρµογής το 
σηµείο επαφής τους. Οι δυνάµεις αυτές έχουν ίσα µέτρα και αντίθετες φορές και 
ονοµάζονται δυνάµεις επαφής. Όταν δύο σώµατα εφάπτονται, η επαφή τους δεν είναι 
σηµείο αλλά µια µικρή επιφάνεια. Οι δυνάµεις επαφής ασκούνται κάθετα σε αυτή την 
επιφάνεια. 

 

1.6 Ροπή 
 

Ροπή δυνάµεως ως προς το σηµείο είναι το διανυσµατικό µέγεθος που ορίζεται ως 
το γινόµενο της δύναµης επί την απόσταση του σηµείου από το φορέα της δύναµης.  
Ροπή δυνάµεως ως προς τον άξονα είναι το διανυσµατικό µέγεθος που ορίζεται ως το 
γινόµενο της δύναµης επί την (κάθετη) απόσταση της δύναµης από τον άξονα και έχει 
ως φορέα τον άξονα. Στην ουσία περιγράφει την ύπαρξη ή δηµιουργία ζεύγους 
δυνάµεων.  

 

1.7 Συνιστάµενη- Συνιστώσες 
 

Όταν ένα σώµα δέχεται πολλές δυνάµεις που ασκούνται σε διαφορετικές 
διευθύνσεις δεν µπορεί να κινηθεί ταυτόχρονα προς όλες αυτές τις διευθύνσεις. Έτσι 
αυτές οι δυνάµεις συνδυάζονται σε µία δύναµη που θα προκαλέσει τα ίδια µηχανικά 
αποτελέσµατα µε αυτές. Η δύναµη αυτή ονοµάζεται συνισταµένη των δυνάµεων 
αυτών και δείχνει το συνολικό αποτέλεσµα για µεταφορική κίνηση από την άσκηση 
τους. Αντίστοιχα οι δυνάµεις ονοµάζονται συνιστώσες.  Σύνθεση δύο ή περισσότερων 
δυνάµεων ονοµάζεται ο προσδιορισµός της συνιστάµενης τους και µπορεί να γίνει 
είτε γραφικά είτε µε αναλυτικές µεθόδους. Ανάλογα ο προσδιορισµός των 
συνιστωσών µιας δύναµης ονοµάζεται ανάλυση.  

Για τον υπολογισµό της συνιστάµενης συνηθέστερα χρησιµοποιούνται οι παρακάτω 
τρόποι:  

• Μέθοδος παραλληλογράµµου:  
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Έστω δύο δυνάµεις Ρ1 και Ρ2 που ενεργούν στο σηµείο Α όπως απεικονίζεται στο 
παρακάτω σχήµα. 

 

Σχήµα 1.2 

Σύµφωνα µε τον Stevin, η συνιστάµενη αυτών των 2 δυνάµεων ισοδυναµεί µε τη 
διαγώνιο του παραλληλογράµµου που έχει ως πλευρές τις µη παράλληλες δυνάµεις Ρ1 
και Ρ2.  Η αρχή αυτή είναι γνωστή ως αρχή του παραλληλογράµµου, µπορεί να 
αποδειχθεί πειραµατικά και δίνεται από τη σχέση R= P1 + P2. 

• ∆υναµοτρίγωνο ή δυναµοπολύγωνο 

Μια παρόµοια µέθοδος µε αυτή του παραλληλογράµµου είναι η κατασκευή του 
δυναµοτριγώνου, όταν πρόκειται για σύνθεση δύο δυνάµεων ή δυναµοπολυγώνου 
όταν πρόκειται για σύνθεση περισσοτέρων δυνάµεων. Άρα από το σχήµα 1.1 αν από 
το σηµείο Α φέρουµε την Ρ1΄ ίση και παράλληλη της Ρ1 και από το τέλος της Ρ1΄ 
φέρουµε την Ρ2΄ η οποία είναι και παράλληλη της Ρ2 σχηµατίζουµε το παρακάτω 
δυναµοτρίγωνο. 

 

Σχήµα 1.3 

Η συνισταµένη R΄ προκύπτει ενώνοντας την αρχή της πρώτης δύναµης µε το 
πέρας της τελευταίας. Στο δυναµοπολύγωνο τοποθετούµε τις δυνάµεις διαδοχικά. Η 
συνιστάµενη R προκύπτει πάντα η ίδια ανεξάρτητα από τη σειρά που θα 
προσθέσουµε τις δυνάµεις. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα για το ίδιο σύστηµα δυνάµεων 
να αντιστοιχούν περισσότερα από ένα δυναµοπολύγωνα τα οποία δίνουν την ίδια 
συνιστάµενη. Στη περίπτωση που το πέρας της τελευταίας δύναµης συµπίπτει µε την 
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αρχή της πρώτης τότε η συνιστάµενη δύναµη είναι µηδέν και εποµένως το σύστηµα 
δυνάµεων βρίσκεται σε ισορροπία. 

 

1.8 Έργο εξωτερικών δυνάµεων 
 

Έργο ∆ύναµης: ορίζεται το γινόµενο της δύναµης επί τη συγγραµµική της 
µετατόπιση (δεδοµένο ότι η δύναµη είναι σταθερή) 

w = F · δ 

όπου δ είναι η συνιστώσα της µετατόπισης κατά τη διεύθυνση της δύναµης. 

 Όταν η δύναµη κινείται κάθετα στον άξονα εφαρµογής, το έργο ισούται µε µηδέν. 
Αν η µετατόπιση δεν είναι συγγραµµική µε τον άξονα εφαρµογής της δύναµης, το 
συνολικό έργο µπορεί να υπολογιστεί αθροίζοντας το έργο που παράγει κάθε 
συνιστώσα της δύναµης που επιδρά κατά την διεύθυνση των συνιστωσών 
µετατοπίσεων δx και δy αντίστοιχα:  

                  w = Fxδx  + Fyδy                                                    Σχήµα 1.4 

Αν η δύναµη µεταβάλλεται (κατά µέτρο) όσο πραγµατοποιείται η µετατόπιση, και 
αν η σχέση της δύναµης F και της συγγραµµικής µετατόπισης δ είναι γνωστή, τότε το 
έργο µπορεί να υπολογιστεί µε ολοκληρώµατα. ∆ιαιρούµε τη µετατόπιση σε µια 
σειρά από στοιχειώδη τµήµατα απειροστού µήκους dδ. Για κάθε στοιχειώδες τµήµα 
ισχύει dw =F dδ. Αθροίζοντας όλα τα dw προκύπτει το συνολικό έργο: 

W =  � �dδ
��  = Εµβαδόν κάτω από την καµπύλη F -δ  

Έργο Ροπής: Ορίζεται το γινόµενο της ροπής επί τη γωνία περιστροφής (δεδοµένο 
ότι η ροπή είναι σταθερή) 

W = Mθ 

Όπου θ είναι η γωνία περιστροφής 

Αν η ροπή µεταβάλλεται κατά µέτρο όσο πραγµατοποιείται η περιστροφή και αν η 
σχέση µεταξύ της ροπής Μ και της περιστροφής θ είναι γνωστή, τότε το έργο µπορεί 
να υπολογιστεί µε ολοκλήρωση: 
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W = � ���	�  = Εµβαδόν κάτω από την καµπύλη Μ – θ 

Γραµµικώς ελαστική συµπεριφορά: Αν το υλικό υπακούει στο νόµο του Hooke , 
δηλαδή αν η επιβαλλοµένη δύναµη ή ροπή µεταβάλλεται γραµµικά  µε τη 
µετατόπιση, καθώς αυξάνει από το µηδέν σε µια τελική τιµή F ή Μ, τότε το 
παραγόµενο έργο δίνεται από τις σχέσεις: 

W = ½ F δ                         για δύναµη 

W = ½ M θ                    για ροπή 

Γραµµική συµπεριφορά: οι τάσεις είναι ανάλογες των παραµορφώσεων 

Ελαστική συµπεριφορά: αν αφαιρέσουµε όλα τα επιβαλλόµενα φορτία από τον 
φορέα τότε αυτός θα επιστρέψει στην αρχική αφόρτιστη θέση και γεωµετρία του 
χωρίς παραµένουσες παραµορφώσεις 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

2 Ισοστατικοί και Υπερστατικοί

2.1 Υπολογισµός αντιδράσεων
     Για να υπολογίσουµε

διάγραµµα ελεύθερου σώµατος
εξωτερικά φορτία που ασκούνται
που θέτουµε συνήθως κατά
είναι µε κλίση τότε τις αναλύουµε
άγνωστες αντιδράσεις εφαρµόζουµε
(Ε.Σ.Ι.) στο ∆.Ε.Σ. οι οποίες

Σ

Εξισώσεις

Εξισώσεις
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και Υπερστατικοί φορείς  

αντιδράσεων 
υπολογίσουµε τις αντιδράσεις µιας στήριξης αρχικά σχεδιάζουµε

σώµατος (∆.Ε.Σ.). Πιο αναλυτικά, σχεδιάζουµε όλα
ασκούνται, στις στηρίξεις σχεδιάζουµε τις αντιδράσεις
κατά την θετική φορά. Επιπλέον αν οι εξωτερικές

τις αναλύουµε στις συνιστώσες τους. Για να υπολογίσουµε
αντιδράσεις εφαρµόζουµε τις τρεις «εξισώσεις στατικής ισορροπίας

οποίες είναι:  

ΣFx = 0  ,      ΣFy = 0   ,  ΣΜΑ = 0 

Εξισώσεις στατικής ισορροπίας για επίπεδους φορείς

Σχήµα 2.1 

Εξισώσεις στατικής ισορροπίας για χωρικούς φορείς

Σχήµα 2.2 

σχεδιάζουµε το 
σχεδιάζουµε όλα τα 

αντιδράσεις τους  
εξωτερικές δυνάµεις 

υπολογίσουµε τις 
ισορροπίας» 

 

φορείς 

 

φορείς 
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Όταν ένας φορέας για να προσδιορισθεί η εντατική του κατάσταση χρειάζονται 
µόνο οι 3 εξισώσεις στατικής ισορροπίας ονοµάζεται Ισοστατικός (ή στατικά 
ορισµένος). 

Υπάρχουν 3 τρόποι ισοστατικής στήριξης ενός σχηµατισµού: 

� Αµφιέρειστη στήριξη      

   
Σχήµα 2.3             

� Πάκτωση 

 

Σχήµα 2.4                                   
� Τριαρθρωτή στήριξη 

 

Σχήµα 2.5 
 
 

Παρακάτω απεικονίζονται µερικοί χαρακτηριστικοί τύποι ισοστατικών φορέων. 
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Σχήµα 2.6 
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Υπερστατικός (ή στατικά αόριστος) λέγεται ο φορέας για τον προσδιορισµό της 
εντατικής κατάστασης του οποίου δεν αρκούν οι εξισώσεις στατικής ισορροπίας 
και για την ανάλυση του θα πρέπει να χρησιµοποιηθούν εξισώσεις που 
σχετίζονται µε τη γεωµετρία του παραµορφωµένου φορέα.  Απαιτούνται τόσες 
επιπλέον εξισώσεις όσο και ο βαθµός στατικής αοριστίας. Μια υπερστατική 
κατασκευή είναι γενικά πιο δύσκαµπτη από µια ισοστατική και παρουσιάζει πολύ 
µικρότερες παραµορφώσεις και µετακινήσεις. Η υπερστατικότητα λειτουργεί σαν 
«ασφαλιστική δικλίδα», αφού σε περίπτωση κάποιας αστοχίας είναι δυνατή η 
ανακατανοµή των εντατικών µεγεθών αποφεύγοντας έτσι πιθανή κατάρρευση της 
κατασκευής. Παρακάτω απεικονίζονται µερικοί χαρακτηριστικοί τύποι 
υπερστατικών φορέων. 
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2.2 Στερεότητα 
 

Στερεός (ή γεωµετρικά ευσταθής
µε την άσκηση κάθε πιθανού
εφικτή. Αντιθέτως, ο φορέας
Απαραίτητη προϋπόθεση για
εξισώσεων  στατικής ισορροπίας
φορέας. Ο αριθµός και η σχέση
στερεός ή όχι. 

Αν ο αριθµός των αντιδράσεων
εξισώσεων ισορροπίας (=3) 

Έτσι, αν πρέπει να ικανοποιούνται
στερεό σώµα, οι στηρίξεις 
έχουµε ένα γεωµετρικά ευσταθή
λιγότερες από τρεις δεσµεύσεις
ισορροπίας δεν ικανοποιούνται
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Σχήµα 2.7 

γεωµετρικά ευσταθής) ονοµάζεται ο φορέας που στηρίζεται
πιθανού φορτίου, η κίνηση του ή τµήµατος του να µην
φορέας λέγεται µηχανισµός (ή γεωµετρικά ασταθής

προϋπόθεση για να είναι ένας φορέας στερεός είναι η ικανοποίηση
ισορροπίας για όλα τα τµήµατα από τα οποία αποτελείται

και η σχέση των αντιδράσεων ορίζουν αν ο φορέας θα

αντιδράσεων (R) είναι µικρότερος από τον αριθµό
ισορροπίας (=3) τότε ο φορέας είναι µηχανισµός. ∆ηλαδή 

R < 3                 µηχανισµός 

ικανοποιούνται οι 3 εξισώσεις ισορροπίας για να ισορροπεί
στηρίξεις πρέπει να επιβάλλουν τουλάχιστον 3 δεσµεύσεις

γεωµετρικά ευσταθή φορέα. Συνεπώς, αν οι στηρίξεις διαθέτ
δεσµεύσεις, τότε µία ή περισσότερες από τις εξισώσεις

ικανοποιούνται και άρα ο φορέας δεν ισορροπεί.  

 

στηρίζεται έτσι ώστε 
του να µην γίνεται 
ασταθής). 

ικανοποίηση των 
αποτελείται ο 

φορέας θα είναι 

αριθµό των 

για να ισορροπεί ένα 
δεσµεύσεις για να 

διαθέτουν 
εξισώσεις 
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Αν οι αντιδράσεις αποτελούν ένα σύστηµα παράλληλων δυνάµεων ακόµα κι αν R > 3 
τότε ο φορέας θεωρείται µηχανισµός. Επίσης, ο φορέας είναι µηχανισµός όταν οι 
αντιδράσεις αποτελούν ένα σύστηµα συντρεχουσών δυνάµεων. 

 

2.3 Στατική Αοριστία Φορέων 
 

Βαθµός στατικής αοριστίας ή υπερστατικότητας ονοµάζεται η διαφορά των 3 
εξισώσεων στατικής ισορροπίας µε τον αριθµό των αγνώστων αντιδράσεων. 
Μπορεί να προσδιορισθεί από το άθροισµα της εξωτερικής και εσωτερικής του 
υπερστατικότητας.  

 Εξωτερική υπερστατικότητα 
Αφορά τον τρόπο στήριξης ενός φορέα και πιο συγκεκριµένα τις 
αντιδράσεις που αναπτύσσονται στις στηρίξεις του.  
Όταν ο αριθµός των αντιδράσεων R  ισούται µε τον αριθµό των Ε.Σ.Ι. (=3) 
τότε ο φορέας είναι εξωτερικά ισοστατικός.  
Όταν ο αριθµός των αντιδράσεων στήριξης R είναι µεγαλύτερος από τις 3 
Ε.Σ.Ι. , τότε ο φορέας είναι εξωτερικά υπερστατικός. ∆ηλαδή αν ο αριθµός 
των αγνώστων αντιδράσεων υπερβαίνουν τον αριθµό των εξισώσεων τότε 
ο φορέας είναι εξωτερικά υπερστατικός µε βαθµό στατικής αοριστίας  

ΒΣΑ = R – 3 
 Εσωτερική υπερστατικότητα 

Αφορά τη µορφή του φορέα ανεξαρτήτως του τρόπο στήριξης. 
Οι βασικοί τύποι εσωτερικά ισοστατικών φορέων είναι: 
 
- Ανοιχτό σύστηµα ραβδωτών  
στοιχείων που δεν σχηµατίζουν 
 κλειστές διαδροµές- βρόχους 
 
 

- Τριαρθρωτή σύνδεση τµηµάτων 
* Η τριαρθρωτή σύνδεση αποδεικνύεται 
 ότι είναι στερεός φορέας µόνο αν τα  
σηµεία A, B & C δεν είναι συνευθειακά. 
 
 
 
- Τριγωνική διάταξη αρθρωτών 
 ράβδων δικτυώµατος  

 
 

σχήµα 2.8 
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Όταν ένας φορέας αποτελείται από ένα ή περισσότερα κλειστά 
συστήµατα ραβδωτών στοιχείων µπορεί να είναι εσωτερικά υπερστατικός. 
Για να βρούµε την εσωτερική υπερστατικότητα του φορέα θα πρέπει να 
χωριστεί σε τέτοια τµήµατα- τοµές έτσι ώστε να µην σχηµατίζουν κλειστή 
διαδροµή. Σύµφωνα µε τον αριθµό των αγνώστων εντατικών µεγεθών που 
διέπουν από την υπό ανάλυση τοµή και τις διαθέσιµες (επιπλέον) Ε.Σ.Ι. 
µπορούµε να προσδιορίσουµε την εσωτερική υπερστατικότητα του φορέα. 
 

Ισοστατικότητα και βαθµοί στατικής αοριστίας απλών φορέων 

Έστω ότι συµβολίζουµε µε Ν των αριθµό των Ε.Σ.Ι., για επίπεδους φορείς Ν = 3 
και για χωρικούς φορείς Ν = 6, µε R τον αριθµό των αντιδράσεων και G  τον αριθµό 
των εσωτερικών ελευθεριών τότε έχουµε: 

 R < G + N             µηχανισµός ή χαλαρός φορέας 

R = G + N              ισοστατικός και ενδεχοµένως σταθερός φορέας 

R > G + N              υπερστατικός και ενδεχοµένως σταθερός φορέας 

                               ( βαθµός στατικής αοριστίας: R – G – N ) 

Στην περίπτωση που θέλουµε να προσδιορίσουµε την υπερστατικότητα των φορέων 
µε βρόχους και αφού έχουµε χωρίσει τον φορέα σε n τοµές για να τον απλοποιήσουµε 
και r οι αντιδράσεις περιλαµβανοµένων των εντατικών µεγεθών σε τοµές τότε θα 
έχουµε: 

 r < n N                  µηχανισµός ή χαλαρός φορέας 

r = n N                   ισοστατικός και ενδεχοµένως σταθερός φορέας 

r > n N                   υπερστατικός και ενδεχοµένως σταθερός φορέας 

                               ( βαθµός στατικής αοριστίας: r – n N ) 

2.4 Σύνθετοι φορείς 
 

Σύνθετοι φορείς ονοµάζονται οι φορείς που αποτελούνται από δύο ή 
περισσότερους στερεούς σχηµατισµούς που συνδέονται µεταξύ τους και µε το έδαφος 
ώστε να προσδίδουν στον φορέα κάποιες εσωτερικές ελευθερώσεις. Οι σύνδεσµοι µε 
τους οποίους συνδέονται µεταξύ τους οι σχηµατισµοί λέγονται εσωτερικοί ενώ αυτοί 
µε τους οποίους συνδέονται µε το έδαφος ονοµάζονται εξωτερικοί. Εσωτερική 
άρθρωση είναι ο εσωτερικός σύνδεσµος µεταξύ δύο σχηµατισµός και αντιστοιχεί σε 
δύο τεµνόµενες δεσµικές ράβδους. Αντίθετα µε τους απλούς φορείς, οι αντιδράσεις 
στήριξης των σύνθετων φορέων δεν µπορούν να υπολογιστούν µόνο από τις 3 Ε.Σ.Ι. 
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για ολόκληρο το φορέα και πρέπει να ληφθούν υπόψη οι πληροφορίες που δίνουν οι 
εσωτερικές ελευθερώσεις. 

Για να επιλύσουµε ένα σύνθετο φορέα ακολουθούµε µία από τις παρακάτω 
ισοδύναµες µεθόδους: 

� Πρώτα, καταστρώνονται οι 3 Ε.Σ.Ι. έχοντας θεωρήσει ολόκληρο το φορέα. 
Οι επιπλέον εξισώσεις ισορροπίας που προκύπτουν από τις συνθήκες που 
επιβάλλουν οι συνδέσεις και αφορούν κάποιο ή κάποια τµήµατα του φορέα 
αφού το έχουµε χωρίσει σε τοµές. 

� Αφού χωρίσουµε τον αρχικό φορέα σε επιµέρους συνιστούντα τµήµατα 
γράφουµε τις τρεις εξισώσεις ισορροπίας για κάθε στερεό σώµα. 

Για να ελέγξουµε την στερεότητα σύνθετων φορέων µε C εσωτερικές 
ελευθερώσεις, πρέπει ο αριθµός των αντιδράσεων R να είναι µεγαλύτερος ή ίσος από 
το άθροισµα των Ε.Σ.Ι. ( = 3) και του αριθµού των εξισώσεων συνθήκης C. ∆ηλαδή: 

R < 3 + C                   µηχανισµός 

 Για να εξετάσουµε αν ένας σύνθετος φορέας είναι στερεός γίνεται µε θεώρηση 
του τρόπου µόρφωσης του φορέα µε βάση τα συνιστούντα τµήµατα του. Πιο 
αναλυτικά, πρώτα αναζητούµε θεµελιώδες στερεό τµήµα, που να στηρίζεται µε έναν 
από τους 3 θεµελιώδεις τρόπους ισοστατικής στήριξης, πάνω στο οποίο θα 
διαρθρωθούν κατά διαδοχική σειρά τα υπόλοιπα τµήµατα του φορέα. Ο σύνθετος 
φορέας είναι στερεός όταν και µόνο όταν κάθε ένα από τα τµήµατα που το αποτελούν 
είναι στερεό και ισοστατικό. 

 Στατική αοριστία σύνθετων φορέων 

Υπάρχουν δύο τρόποι για να βρούµε την ολική υπερστατικότητα ενός σύνθετου 
φορέα: 

1ος τρόπος: Θεωρούµε ολόκληρο το φορέα και καταστρώνουµε τις εξισώσεις 
συνθήκης. ∆ηλαδή τα επιµέρους τµήµατα του φορέα συνδέονται έτσι ώστε να 
επιφέρουν  C εσωτερικές ελευθερώσεις και µπορούν να γραφτούν C επιπρόσθετες 
εξισώσεις συνθήκης. Άρα, γράφουµε 3 Ε.Σ.Ι. για ολόκληρο το φορέα συν C 
εξισώσεις συνθήκης για τα συνιστούντα τµήµατα. 

Τα κριτήρια για την ισοστατικότητα είναι τα εξής: 

R = 3 + C                       ισοστατικός φορέας  

R > 3 + C                       υπερστατικός φορέας µε ΒΣΑ = R – (3 + C) 

2ος  τρόπος: Θεωρούµε κάθε τµήµα ξεχωριστά. Χωρίζουµε τον αρχικό φορέα σε 
επιµέρους τµήµατα, καταστρώνουµε τις 3 Ε.Σ.Ι. για κάθε στερεό τµήµα. Από τη 
διαφορά των συνολικών Ε.Σ.Ι. και του συνολικό αριθµό αγνώστων αντιδράσεων 
προκύπτει ο ολικός βαθµός υπερστατικότητας. 



 

2.5 Εντατικά µεγέθη Ν
 

Έστω µία δοκός ΑΒ (Σχήµα
συνθήκες στατικής ισορροπίας
δοκού (Σχήµα 2.9β) για να υπολογίσουµε

Θεωρούµε µια «νοητή τοµή
δύο ανεξάρτητα τµήµατα. Με
ισορροπούσε προ της τοµής
πρέπει να ισορροπούν. Για να
επιφάνεια τοµής θα πρέπει να
δεξιό τµήµα) άγνωστα κατανεµηµένες
δυνάµεις δίνουν µια συνισταµένη
οριζόντια συνιστώσα Ν(x) και
κέντρο βάρους K της διατοµής
µεταφοράς» της Μ(x). Άρα
ασκούνται: 

i. Η αξονική ή ορθή δύναµη
ii.  Η τέµνουσα δύναµη
iii.  Η καµπτική ροπή ή 

Τα τρία αυτά µεγέθη ονοµάζονται
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µεγέθη Ν(x), Q(x), M(x) 

Σχήµα 2.9α) µε εξωτερικά φορτία Ρ1 και Ρ2 . Εφαρµόζουµε
ισορροπίας στο διάγραµµα ελεύθερου σώµατος (∆.Ε
για να υπολογίσουµε τις 3 αντιδράσεις (HA , VA) και

Σχήµα 2.9 

τοµή» στο σηµείο Κ µε αποτέλεσµα να αποκόπτει
τµήµατα. Με βάση την «αρχή των τοµών» επειδή η δοκός

τοµής και τα τµήµατα που νοητά αποκόπτονται από
Για να γίνει αυτό, στο αριστερό τµήµα για παράδειγµα

πρέπει να αναπτύσσονται δυνάµεις (που προέρχονται
άγνωστα κατανεµηµένες. Όµως, όπως κι αν κατανεµηθούν

ισταµένη δύναµη R. Αυτή η συνιστάµενη R αναλύεται
) και σε κατακόρυφη Q(x). Η R µπορεί να µεταφερθεί

διατοµής, µε την προϋπόθεση να συνοδευτεί και από
Άρα, στο σηµείο Κ που είναι σε τυχαία απόσταση

ορθή δύναµη που συµβολίζεται µε Ν(x) 
η που συµβολίζεται µε Q(x) 
ή ροπή κάµψης που συµβολίζεται µε Μ(x) 

ονοµάζονται φορτία διατοµής ή εντατικά µεγέθη

Εφαρµόζουµε τις 3 
σώµατος ∆.Ε.Σ.) της 

και VB.  

 

αποκόπτει τη δοκό σε 
η δοκός 

αποκόπτονται από αυτήν 
παράδειγµα, στην 

προέρχονται από το 
κατανεµηθούν, αυτές οι 

αναλύεται σε 
να µεταφερθεί στο 
και από τη «ροπή 

απόσταση x, 

µεγέθη. 



 

Πρόσηµο των Ν(x), Q(x), 

i. Η αξονική δύναµη 
όταν αυτή τείνει να
θεωρείται αρνητική

ii.  Η τέµνουσα Q(x) θεωρείται
σώµα δεξιόστροφα ως
θεωρείται θετική όταν
επάνω σε σχέση µε το
στρέψει αριστερόστροφα

iii.  Η ροπή κάµψης Μ(
της δοκού που θεωρείται
συµβολίζεται µε µια
ή ταυτόσηµα όταν τείνει
περίπτωση θεωρείται
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Σχήµα 2.10 

), M(x) 

δύναµη Ν(x) που εµφανίζεται σε µια διατοµή θεωρείται
τείνει να εφελκύσει τη διατοµή στη θέση τοµής. Αντίθετα
αρνητική όταν τείνει να τη θλίψει. 

) θεωρείται θετική, όταν τείνει να περιστρέψει το
δεξιόστροφα ως προς κάποιο εσωτερικό του σηµείο ή ταυτόσηµα

θετική όταν τείνει να τµήσει το αριστερό τµήµα της δοκού
σχέση µε το δεξιό. Αντίθετα είναι αρνητική όταν τείνει

αριστερόστροφα ή να τµήσει το αριστερό τµήµα προς τα
κάµψης Μ(x) θεωρείται θετική όταν τείνει να εφελκύσει

θεωρείται η θετική και ονοµάζεται «ίνα αναφοράς
µε µια διακεκοµµένη γραµµή στο κάτω µέρος της
όταν τείνει να στρέψει τα κοίλα προς τα επάνω. Στην

θεωρείται αρνητική. 

 

θεωρείται θετική 
Αντίθετα, 

περιστρέψει το ελεύθερο 
ή ταυτόσηµα 
της δοκού προς τα 
τείνει να το 

προς τα κάτω. 
εφελκύσει την κάτω ίνα 
αναφοράς» και που 

µέρος της (Σχήµα 2.10) 
επάνω. Στην αντίθετη 
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Σχήµα 2.11 

 

Υπολογισµός συναρτήσεων Ν(x), Q(x), M(x) 

Γενικά: 

- Κάθε δύναµη παράλληλη µε το διαµήκη άξονα x της δοκού θεωρείται αξονική 
δύναµη 

- Κάθε δύναµη κάθετη στον άξονά της θεωρείται τέµνουσα δύναµη. 
- Αν µια δύναµη είναι σε κλίση, την αναλύουµε σε αξονική και τέµνουσα. Στην 

έννοια της δύναµης συµπεριλαµβάνονται και οι αντιδράσεις. 
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  Για τον υπολογισµό των εντατικών µεγεθών Ν(x), Q(x), M(x) ισχύουν τα 
παρακάτω: 

o Η ορθή ή αξονική δύναµη Ν(x) σε µια διατοµή, ισούται µε το άθροισµα των 
προβολών των εξωτερικών δυνάµεων (φορτίων και αντιδράσεων) που 
βρίσκονται αριστερά (ή δεξιά) της εξεταζόµενης διατοµής πάνω στον 
κεντροβαρικό άξονα της δοκού. 

o Η τέµνουσα δύναµη Q(x) σε µια τυχαία διατοµή της δοκού, ισούται µε το 
αλγεβρικό άθροισµα όλων των κάθετων δυνάµεων (και αντιδράσεων) που 
ασκούνται αριστερά της εξεταζόµενης διατοµής , µε θετικές αυτές που 
συναντούν πρώτα τη θετική ίνα και µετά τη δοκό. 

o Η ροπή κάµψης M(x) σε µία τυχαία διατοµής της δοκού, ισούται µε το 
αλγεβρικό άθροισµα των συγκεντρωµένων ροπών και των ροπών που 
προκύπτουν από τις τέµνουσες δυνάµεις (και αντιδράσεις) που ασκούνται 
αριστερά της εξεταζόµενης διατοµής, µε θετικές όσες τείνουν να 
περιστρέψουν δεξιόστροφα το αριστερό τµήµα περί το σηµείο τοµής. 
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3 Μέθοδοι επίλυσης υπερστατικών φορέων  
 

3.1 Εισαγωγή 
 

Η µελέτη µιας κατασκευής, ανεξαρτήτως µορφής και εξωτερικών φορτίσεων που 
ασκούνται σε αυτή, βασίζεται στη διατύπωση των συνθηκών ισορροπίας και 
συµβιβαστού καθώς και στις σχέσεις τάσεων – παραµορφώσεων όπου αµφότερες 
µπορούν να περιγραφούν από απλές µαθηµατικές εξισώσεις για την διευκόλυνση 
τόσο της κατανόηση των όσο και εφαρµογή τους. 

- Συνθήκη ισορροπίας: έστω µια κατασκευή στην οποία ασκούνται εξωτερικές 
δυνάµεις. Η συνθήκη ισορροπίας συνδέει τις εξωτερικές δυνάµεις µε τις 
αντίστοιχες τάσεις σ που αναπτύσσονται στο εσωτερικό της κατασκευής. Στα 
τµήµατα µιας κατασκευής όπου δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάµεις, η 
συνθήκη ισορροπίας συνδέει τις τάσεις που ασκούνται εκατέρωθεν µιας 
τυχαίας διατοµής.  

- Συνθήκη συµβιβαστού: η συνθήκη συµβιβαστού (η αλλιώς το συµβιβαστό 
των παραµορφώσεων- µετατοπίσεων) συνδέει τις παραµορφώσεις ε µιας 
κατασκευής µε τις αντίστοιχες µετατοπίσεις u. Άρα η συνθήκη αυτή 
εκφράζεται ανάλογα µε τον τρόπο που παραµορφώνεται η κατασκευή 
(επιµήκυνση, διάτµηση). 

- Σχέσεις τάσεων- παραµορφώσεων: οι σχέσεις τάσεων- παραµορφώσεων 
βασίζονται σε ελεγχόµενα πειράµατα που γίνονται σε δοκίµια του κάθε 
υλικού (εφελκυσµός, θλίψη, διάτµηση, κόπωση). Σε κάποιες εφαρµογές, λόγω 
της µορφής και του µεγέθους της φόρτισης, είναι απαραίτητη η χρήση 
ελαστο-πλαστικών σχέσεων τάσεων- παραµορφώσεων όπου λαµβάνεται 
υπόψη ότι το υλικό υπόκειται σε µόνιµες, µη- αντιστρεπτές, πλαστικές 
παραµορφώσεις. Γενικά, σε πολλές µηχανολογικές και ναυπηγικές 
κατασκευές, όπου πρωτεύοντα ρόλο έχουν τα µεταλλικά κράµατα, η 
συµπεριφορά του υλικού µπορεί να θεωρηθεί ελαστική. Οι ελαστικές 
παραµορφώσεις είναι αντιστρεπτές και οι σχέσεις τάσεων- παραµορφώσεων 
αποτελούν µια γενίκευση του νόµου του Hooke, ο οποίος για µονοδιάστατη 
φόρτιση δίνεται από τη γνωστή γραµµική σχέση σ= Εε , όπου Ε είναι το µέτρο 
ελαστικότητας του υλικού. 
       

3.2 Τάσεις 
 

Οι εξωτερικές δυνάµεις που επιδρούν σε ένα σώµα χωρίζονται σε δύο κατηγορίες, 
τις καθολικές δυνάµεις και τις επιφανειακές δυνάµεις. Οι καθολικές δυνάµεις, όπως 
για παράδειγµα η βαρύτητα, οι αδρανειακές και οι  µαγνητικές δυνάµεις, επιδρούν 
αµέσως στα µόρια του σώµατος ενώ οι επιφανειακές δυνάµεις επιδρούν στην 
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επιφάνεια του σώµατος και µεταβιβάζονται εµµέσως στο εσωτερικό του µε τη 
βοήθεια του πλέγµατος των συνδέσµων µεταξύ των µορίων και ατόµων του σώµατος. 

Οι τάσεις σε ένα στοιχειώδη όγκο ενός φορτισµένου σώµατος ορίζονται µε τη 
µορφή διανύσµατος ως εξής: 

σΤ = [σxx σyy σzz σxy σyz σzx ] 

όπου σxx , σyy και σzz  είναι οι ορθές συνιστώσες των τάσεων και σxy , σyz , σzx  οι 
διατµητικές συνιστώσες των τάσεων ως προς τους άξονες x, y, z. 

 

3.3 Παραµορφώσεις και δυνατές µετακινήσεις 
 

Όταν σε ένα σώµα επιδρούν εξωτερικά φορτία, αυτό παραµορφώνεται δηλαδή 
µεταβάλλονται οι φυσικές του διαστάσεις. Τα είδη των παραµορφώσεων είναι τα 
εξής:  

- Επιµήκυνση δηλαδή η αύξηση µιας διάστασης του σώµατος 
- Επιβράχυνση δηλαδή η µείωση µιας διάστασης του σώµατος 
- Στρέβλωση είναι η αλλαγή της ακτίνας καµπυλότητας µιας διάστασης του 

σώµατος 

Η παραµόρφωση ενός σώµατος σε κάθε διεύθυνση µπορεί να υπολογισθεί σαν 
ποσοστό της επιµήκυνσης ή βράχυνσης του φορέα κατά τη διεύθυνση αυτή. Έστω ότι 
ένα σώµα έχει αρχικό µήκος s και µετά την παραµόρφωσή του έχει αυξηθεί το µήκος 
του κατά ∆s, τότε η παραµόρφωση είναι 

ε =  

��  

Η παραµόρφωση είναι καθαρός αριθµός αφού είναι πηλίκο δύο µεγεθών µε µονάδες 
µήκους. 

Η συµπεριφορά των υλικών  µετά την επίδραση εξωτερικών ή εσωτερικών 
παραµορφώσεων µπορεί να είναι ελαστική ή ανελαστική. 

- Ελαστική συµπεριφορά: παραµόρφωση του υλικού υπό την επίδραση ενός 
αιτίου και εξαφάνιση της παραµόρφωσης µετά την αφαίρεση του αιτίου. 
Κανένα δοµικό υλικό δεν είναι απόλυτα ελαστικό. 

- Ανελαστική συµπεριφορά: παραµονή µόνιµων παραµορφώσεων µετά την 
αποµάκρυνση των φορτίων. 

Για να αποφύγουµε τυχόν µόνιµες παραµορφώσεις στις κατασκευές, περιορίζουµε τις 
τάσεις του υλικού κάτω από το όριο ελαστικότητας. Η επίλυση των γραµµικών 
φορέων στη στατική γίνεται µε την παραδοχή γραµµικά ελαστικού υλικού. 
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Συνήθως όταν αναλύουµε µια κατασκευή υποθέτουµε ότι είναι απόλυτα στερεή 
χωρίς να λαµβάνουµε υπόψη τις παραµορφώσεις που οφείλονται στα επιβαλλόµενα 
φορτία. Στα πλαίσια της Στατικής των απολύτως στερεών σωµάτων, µπορούν να 
επιλυθούν οι ισοστατικές κατασκευές µε βάση τις εξισώσεις ισορροπίας, σύµφωνα µε 
τις οποίες το άθροισµα όλων των δυνάµεων και το άθροισµα όλων των ροπών που 
εφαρµόζονται στη κατασκευή ισούται µε µηδέν: 

ΣF = 0        ,        ΣM = 0 

Έτσι, µε τις παραπάνω εξισώσεις ισορροπίας υπολογίζουµε τις αντιδράσεις και τις 
εσωτερικές δυνάµεις στην κατασκευή και ύστερα σύµφωνα µε αυτές επιλέγουµε το 
υλικό και τις διαστάσεις της κατασκευής. 

∆υνατές µετακινήσεις είναι οι απειροστές µετακινήσεις που είναι δυνατό να 
πραγµατοποιηθούν, είναι ανεξάρτητες από το χρόνο και συµβιβαστές µε τους 
συνδέσµους. 

Η ύπαρξη δυνάµεων που ενεργούν σε ένα σώµα έχουν σαν αποτέλεσµα τη 
δηµιουργία µετατοπίσεων και παραµορφώσεων στα σηµεία του σώµατος και ο 
υπολογισµός των παραµορφώσεων και µετακινήσεων είναι αναγκαίος για σκοπούς 
λειτουργικότητας. Επιπλέον, είναι απαραίτητος ο υπολογισµός των µετακινήσεων 
κατά την επίλυση υπερστατικών φορέων όταν δεν αρκούν οι εξισώσεις ισορροπίας. 
Οι επιπλέον εξισώσεις προέρχονται από την διατύπωση της συµβιβαστότητας των 
παραµορφώσεων και των µετακινήσεων του φορέα. Στην περίπτωση που οι 
παραµορφώσεις και µετακινήσεις είναι πολύ µικρές σε σχέση µε τις διαστάσεις του 
σώµατος χρησιµοποιείται η αρχική απαραµόρφωτη γεωµετρία και µορφή του φορέα.  

Όταν σε ένα κινητό σύστηµα στερεών σωµάτων, όπου ενεργεί εξωτερικά ένα 
σύστηµα δυνάµεων, δοθεί µια απειροστή µετατόπιση, τότε τα σηµεία εφαρµογής των 
δυνάµεων µετατοπίζονται, µε αποτέλεσµα οι δυνάµεις να εκτελούν µικρές ποσότητες 
έργων, τα οποία ονοµάζονται δυνατά έργα. Αν στο ίδιο υλικό σηµείο δρουν 
περισσότερες από µια δυνάµεις, τότε το έργο της συνισταµένης ισούται µε το 
αλγεβρικό άθροισµα των έργων όλων των δυνάµεων.  

Κατά τη µετατόπιση ενός σώµατος, το έργο της βαρύτητας ισούται µε το γινόµενο 
του βάρους του σώµατος επί την κατακόρυφη συνιστώσα της µετατόπισης του 
κέντρου βάρους του. Είναι ανεξάρτητο του δρόµου και είναι θετικό για κίνηση του 
σώµατος προς τα κάτω, αρνητικό για κίνηση προς τα πάνω και µηδέν για οριζόντια 
κίνηση ή κλειστή τροχιά. 

 

 

 

 



 

3.4 Ελαστική γραµµή
 

Με τον όρο ελαστική γραµµή
παραµορφώνεται από εξωτερικά
ως ελαστική γραµµή τη γραµµή
γραµµή των οριζόντιων µετατοπίσεων
είναι πολύ χρήσιµο για την
σπάνια χρειάζεται ο ακριβής
χαρακτηριστικών µετατοπίσεων
φορτίου. 

 

       
                                      
 
Ο προσδιορισµός της ελαστικής

ελαστικών φορτίων ή µέθοδο
βυθίσεων um των κόµβων 
φορτίων Wm που ενεργούν
δοκού µε µοναχικά φορτία

Wm = � ���� um-1 + � ���
 
Εάν θεωρηθεί η βοηθητική

από τρία αυτοϊσορροπούµενα
βοηθητικής φόρτισης για τη
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γραµµή 

ελαστική γραµµή εννοούµε τον άξονα του φορέα που 
εξωτερικά φορτία ή καταναγκασµούς. Συνήθως όµως

τη γραµµή των βυθίσεων (κατακόρυφων µετατοπίσεων
οριζόντιων µετατοπίσεων u. Ενώ ένα σκαρίφηµα της ελαστικής

για την αντίληψη της µορφής του φορέα µετά την παραµόρφωση
ακριβής υπολογισµός της. Συνήθως αρκούν οι τιµές

µετατοπίσεων που υπολογίζονται µε τη µέθοδο του µοναδιαίου

 

 
                                      Σχήµα 3.1 

της ελαστικής γραµµής ενός φορέα γίνεται µε τη µέθοδο
µέθοδο Mohr. Η µέθοδος αυτή επιτρέπει τον προσδιορισµό

κόµβων m ενός φορέα, σαν ροπές κάµψης λόγω των µοναχικών
ενεργούν στους κόµβους αυτούς. Μέσω των επαγωγικών

φορτία, τα φορτία Wm συνδέονται µε τις βυθίσεις ως

� �� � ������um + � ������um+1 

βοηθητική φόρτιση του παραπάνω σχήµατος, η οποία
αυτοϊσορροπούµενα φορτία, τότε το Wm είναι ίσο µε το έργο της

για τη βύθιση um. Συνεπώς το Wm θα είναι ίσο και

Συνήθως όµως, καλούµε 
µετατοπίσεων) υ ή τη 

ελαστικής γραµµής 
την παραµόρφωση, 

οι τιµές ορισµένων 
µοναδιαίου 

µε τη µέθοδο των 
προσδιορισµό των 

των µοναχικών 
επαγωγικών τύπων της 

βυθίσεις ως εξής:  

οποία αποτελείται 
έργο της 
ίσο και µε το έργο 



 

των φορτίων διατοµής της βοηθητικής
οποίες προήλθαν τα um. Συνεπώς

Άρα, για δεδοµένες τις εσωτερικές
υπολογιστεί σε κάθε σηµείο
το φορτίο αυτό θα ταυτίζεται
αίτιο α λόγω του ελαστικού

 

3.5 Γεωµετρικοί και ενεργειακοί
 

Οι γεωµετρικές µέθοδοι
που συνδέει την καµπτική ροπή
εύρεση βυθίσεων και στροφών
καµπτικές παραµορφώσεις
παρακάτω: 

� Μέθοδος διπλής ολοκλήρωσης
� Μέθοδος ροπών
� Μέθοδος οµόλογης

Οι γεωµετρικές µέθοδοι  όµως
συστηµατική ανάλυση πολύπλοκων

Οι έννοιες της ενέργειας
αποτελούν τη βάση µιας σειράς
µελέτη κατασκευών. Στη πιο
γραµµική αλλά και στη µη
είτε λόγω µη-γραµµικής απόκρισης
γραµµικότητας δηλαδή µεγάλες
στο ισοζύγιο εξωτερικού και
το έργο που παράγεται από
παραµορφώσεων του φορέα
(elastic strain energy) είναι
στο υλικό λόγω τάσεων και

 Οι κύριες ενεργειακές µέθοδοι

• Αρχή διατήρησης
µετακίνηση µπορεί
ισοζύγιο εξωτερικού
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διατοµής της βοηθητικής φόρτισης για τις παραµορφώσεις
. Συνεπώς θα ισχύει: 

τις εσωτερικές παραµορφώσεις κ,α , γ,α ,ε,α και ∆lr,α
σηµείο το ελαστικό φορτία Wm. Το διάγραµµα των

ταυτίζεται µε τη ζητούµενη ελαστική γραµµή του φορέα
ελαστικού φορτίου W. 

και ενεργειακοί µέθοδοι υπολογισµού µετακινήσεων

µέθοδοι στηρίζονται (ή άµεσα ή έµµεσα) στην διαφορική
καµπτική ροπή µε την καµπυλότητα και χρησιµοποιούνται

στροφών απλών φορέων λαµβάνοντας υπόψη µόνο
παραµορφώσεις. Μερικές από τις κυρίες γεωµετρικές µεθόδους

διπλής ολοκλήρωσης (double integration method) 
ροπών (moment-area method) 
οµόλογης δοκού (conjugate beam method) 

µέθοδοι  όµως, παρουσιάζουν µειονεκτήµατα όταν πρόκειται
ανάλυση πολύπλοκων φορέων. 

ενέργειας παραµόρφωσης και της συµπληρωµατικής ενέργειας
µιας σειράς ισχυρών µεθόδων που χρησιµοποιούνται
Στη πιο γενική τους µορφή, οι µέθοδοι αυτές ισχύουν

στη µη-γραµµική περιοχή. (µη- γραµµική συµπεριφορά
γραµµικής απόκρισης του υλικού είτε λόγω γεωµετρικής µη

δηλαδή µεγάλες µετατοπίσεις ) Οι ενεργειακές µέθοδοι βασίζονται
εξωτερικού και εσωτερικού έργου. Εξωτερικό έργο (exter

παράγεται από τα εξωτερικά φορτία κατά τη µετακίνηση τους
φορέα. Εσωτερικό έργο (internal work) ή ελαστική
είναι η ενέργεια ή το εσωτερικό έργο, η οποία αποθηκεύεται

τάσεων και παραµορφώσεων. 

ενεργειακές µέθοδοι είναι οι εξής: 

διατήρησης της ενέργειας (πραγµατικό έργο): µια άγνωστη
µπορεί να υπολογισθεί αν υπάρχει µόνο µία εξίσωση

εξωτερικού και εσωτερικού έργου. Οι µετακινήσεις που

παραµορφώσεις από τις 

 
,α µπορεί να 

ιάγραµµα των ροπών από 
του φορέα για το 

µετακινήσεων 

διαφορική εξίσωση 
χρησιµοποιούνται για την 

υπόψη µόνο τις 
µεθόδους είναι οι 

 

όταν πρόκειται για 

συµπληρωµατικής ενέργειας 
χρησιµοποιούνται για τη 

ισχύουν στη 
συµπεριφορά προκύπτει 

γεωµετρικής µη- 
µέθοδοι βασίζονται 

external work) είναι 
µετακίνηση τους λόγω 

ελαστική ενέργεια 
οποία αποθηκεύεται 

άγνωστη 
εξίσωση για το 

ετακινήσεις που µπορούν 
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να υπολογισθούν είναι µόνο στο σηµείο και διεύθυνση ενός 
συγκεντρωµένου φορτίου. 

• Θεωρήµατα Castigliano:  οι µετακινήσεις που µπορούν να υπολογισθούν 
είναι στο σηµείο και διεύθυνση ενός συγκεντρωµένου φορτίου αφού πρώτα 
βρεθούν οι αντίστοιχες µερικές παράγωγοι των αντίστοιχων 
συγκεντρωµένων φορτίων 

• Αρχή των δυνατών έργων (Α∆Ε): είναι η πλέον εύχρηστη µέθοδος αφού 
µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό της µετακίνησης 
οποιουδήποτε σηµείου του φορέα, σε οποιαδήποτε διεύθυνση και τυχαία 
φόρτιση. Μπορεί να εφαρµοστεί σε ελαστικά ή ανελαστικά προβλήµατα 
και σε περιπτώσεις υποχωρήσεων στηρίξεων και θερµοκρασιακών 
µεταβολών.  

Στα πλαίσια αυτής της πτυχιακής εργασίας οι παραπάνω µέθοδοι θα 
αναλυθούν περαιτέρω λόγω της χρησιµότητάς τους για την επίλυση φορέων. 

 

3.6 Αρχή διατήρησης της ενέργειας (πραγµατικό έργο) 
 

Η µέθοδος πραγµατικού έργου που βασίζεται στην αρχή διατήρησης της ενέργειας 
λέει ότι: το εξωτερικό έργο WE , το οποίο είναι είναι έργο που παράγεται από τις 
µετακινήσεις των σηµείων εφαρµογής των εξωτερικών φορτίων, πρέπει να είναι ίσο 
µε την ελαστική ενέργεια παραµόρφωσης U (ή αλλιώς εσωτερικό έργο WI) του φορέα 
λόγω των προκαλούµενων τάσεων και παραµορφώσεων έτσι ώστε να διατηρείται η 
συνολική ενέργεια του συστήµατος 

WE = U 

Έχοντας θεωρήσει όµως ότι τα φορτία ασκούνται τόσο αργά ώστε να µην 
προκαλείται κινητική ή θερµοκρασιακή ενέργεια, ότι το έργο που παράγουν οι 
εξωτερικές δυνάµεις και ροπές αποθηκεύεται υπό µορφή ελαστικής ενέργειας στα 
µέλη της κατασκευής τα παραµορφώνονται αντίστοιχα και ότι δεν υπάρχει τρόπος 
απορρόφησης της ενέργειας στο σύστηµα. Αυτή η µέθοδος όµως έχει σηµαντικούς 
περιορισµούς: η µετακίνηση µπορεί να υπολογισθεί µόνο στην περίπτωση στην 
περίπτωση που ο φορέας φορτίζεται µε ένα συγκεντρωµένο φορτίο και µόνο κατά την 
διεύθυνση του επιβαλλόµενου εξωτερικού φορτίου. 

 

3.7 Θεωρήµατα Castigliano 
 

Το 1873, ο Ιταλός µηχανικός Carlo Alberto Castigliano διατύπωσε τα δύο 
ενεργειακά θεωρήµατά του. Τα θεωρήµατα µας επιτρέπουν πρώτον να υπολογίσουµε 
τις µετατοπίσεις και τις γωνίες στροφής σε τυχαία σηµεία ισοστατικών φορέων και 
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δεύτερον να επιλύσουµε µια συγκεκριµένη κατηγορία υπερστατικών φορέων. Στην 
κατηγορία αυτή ανήκουν οι φορείς που πρέπει να στηρίζονται ακλόνητα δηλαδή να 
µην υποχωρούν οι στηρίξεις τους και τα µέλη τους να µην υποβάλλονται σε 
θερµοκρασιακές µεταβολές. 

1ο θεώρηµα του Castigliano 

Το πρώτο θεώρηµα του Castigliano λέει: κάθε κατασκευή από γραµµικά ή µη-
γραµµικά ελαστικό υλικό όπου οι στηρίξεις τους δεν µετακινούνται και η 
θερµοκρασία παραµένει αµετάβλητη, η πρώτη µερική παράγωγος της ενέργειας 
παραµορφώσεων  ως προς κάποια συνιστώσα µετακίνησης είναι ίση µε τη δύναµη 
που ασκείται στο σηµείο και στη διεύθυνση που αντιστοιχεί στην εξεταζόµενη 
συνιστώσα της µετακίνησης, δηλαδή: 

����� = Pn 

Το παραπάνω θεώρηµα αποτελεί µέθοδο έκφρασης των Συνθηκών Ισορροπίας και 
Επίλυσης Υπερστατικών Κατασκευών, παρά µέθοδο υπολογισµού των 
µετακινήσεων. 

Τώρα θα αποδείξουµε το παραπάνω θεώρηµα. Έστω ότι έχουµε µια κατασκευή 
που ισορροπεί υπό την επίδραση των δυνάµεων Ρ1, Ρ2, …, Ρn οι οποίες παράγουν 
κάποιο εξωτερικό έργο WE και στην κατασκευή έχει αποταµιευτεί ίση ποσότητα 
ενέργειας παραµορφώσεων U. Έστω ότι τα σηµεία εφαρµογής των δυνάµεων 
µετακινήθηκαν κατά δ1, δ2, …,δn. Αν οι δυνάµεις µεταβληθούν κατά απειροστές 
ποσότητες, η µετακίνηση δn θα µεταβληθεί κατά απειροστό dδn ενώ όλες οι 
υπόλοιπες µετακινήσεις θα παραµείνουν σταθερές. Η ενέργεια παραµορφώσεων που 
έχει αποταµιευτεί στο σώµα θα γίνει U΄ όπου 

U΄ = U +	 �����	dδn 

Όπου η πρώτη παράγωγος  
����� είναι ο βαθµός µεταβολής της ενέργειας 

παραµόρφωσης ως προς τη µετατόπιση δn. Παρατηρούµε ότι κατά την µεταβολή της 
µετακίνησης δn κατά dδn , παράγεται έργο από την δύναµη Ρn όχι όµως και από τις 
υπόλοιπες δυνάµεις που ασκούνται στην κατασκευή αφού οι υπόλοιπες µετακινήσεις 
δεν µεταβάλλονται. Το έργο αυτό ισοδυναµεί µε  Ρndδn  και ισούται µε την αύξηση 
της ενέργειας παραµόρφωσης της κατασκευής dU. Αν αµελήσουµε την απειροστή 
συνεισφορά στην τιµή του εξωτερικού έργου που επιτελεί η δύναµη dΡn , το 
εξωτερικό έργο που επιτελείται πάνω στην κατασκευή θα έχει τιµή WE΄ ως 
αποτέλεσµα της εισαγωγής της πρόσθετης µετακίνησης dδn όπου 

WE΄ = WE + Ρndδn 

Επειδή U΄ = WE΄ εξισώνουµε τα δεύτερα µέλη των 2 παραπάνω εξισώσεων και 
έχουµε 
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����� = Pn 

Η σχέση αυτή καλείται συνήθως πρώτο θεώρηµα του Castigliano και δηλώνει ότι 
η µερική παράγωγος της ενέργειας παραµόρφωσης ως προς οποιασδήποτε 

µετακίνησης  δn ισούται µε την αντίστοιχη γενικευµένη δύναµη Pn. Το θεώρηµα αυτό 
αποτελεί τη βάση µιας µεθόδου µελέτης κατασκευών που κάνει χρήση της ενέργειας 
παραµόρφωσης. Για την καλύτερη κατανόηση της µεθόδου παρατίθεται σχετικό 
παράδειγµα. 

Έστω µια µη-γραµµική κατασκευή που έχει  n άγνωστες κοµβικές µετακινήσεις δ1, 
δ2, …,δn . Οι µετακινήσεις δn αποτελούν υποσύνολο του συνόλου των µετακινήσεων 
της κατασκευής ενώ τα φορτία Ρ1, Ρ2, …, Ρn ασκούνται µόνο σε κόµβους της 
κατασκευής. Κάθε µετακίνηση αντιστοιχεί σε µία φόρτιση. Όπως αναφέρθηκε 
παραπάνω η ενέργεια παραµόρφωσης µπορεί να εκφραστεί συναρτήσει των 
άγνωστων µετακινήσεων  δ1, δ2, …,δn . Εάν εφαρµόσουµε το πρώτο θεώρηµα του 
Castigliano ως προς κάθε µετακίνηση θα έχουµε n αριθµό εξισώσεων 

 P1 = 
�����                 P2 =	 �����       ……..    Pn = 

�����  

Αν εξετάσουµε µια από τις παραπάνω εξισώσεις, παρατηρούµε ότι το δεύτερο 
µέλος της περιέχει όρους που περιλαµβάνουν τις n κοµβικές µετακινήσεις ως 
άγνωστες ποσότητες. Το άθροισµα όλων αυτών των όρων ισούται µε το εξωτερικό 
φορτίο και άρα παρατηρούµε ότι η εξίσωση εκφράζει την ισορροπία της κατασκευής 
για τη δύναµη Ρn. Συνεπώς αφού έχουµε υπολογίσει τις κοµβικές µετακινήσεις είναι 
δυνατό να υπολογίσουµε τις αντιδράσεις και τις τάσεις της κατασκευής. Άρα η 
κατασκευή έχει επιλυθεί πλήρως. 

Η µέθοδος που περιγράφηκε παραπάνω βασίζεται στην επίλυση των κοµβικών 
µετατοπίσεων µέσω εξισώσεων ισορροπίας και ονοµάζεται µέθοδος των 
µετατοπίσεων (displacement method) και µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την επίλυση 
γραµµικών αλλά και µη-γραµµικών κατασκευών (στην περίπτωση των γραµµικών 
κατασκευών ονοµάζεται µέθοδος των ακαµψιών – stiffness method). 

Ενέργεια παραµόρφωσης και Συµπληρωµατική ενέργεια 

Οι έννοιες της ενέργειας παραµόρφωσης και της συµπληρωµατικής ενέργειας 
αποτελούν τη βάση µιας σειράς ισχυρών µεθόδων µελέτης και επίλυσης κατασκευών. 
Οι µέθοδοι αυτές ισχύουν στη γραµµική αλλά και στη µη-γραµµική περιοχή. Μη-
γραµµική συµπεριφορά προκύπτει λόγω µη-γραµµικής απόκρισης του υλικού είτε 
λόγω γεωµετρικής µη-γραµµικότητας (µεγάλες µετατοπίσεις). Κατά τη µη-γραµµική 
περιοχή, η αρχή της επαλληλίας δεν ισχύει παρά µόνο σε ορισµένες ειδικές 
περιπτώσεις. Αντίθετα µε την ελαστική ενέργεια, η συµπληρωµατική ενέργεια δεν 
έχει φυσική σηµασία και σ αυτόν ακριβώς το λόγο έγκειται η χρησιµότητα της.  



 

Αρχικά θα τις εξετάσουµε
κατασκευές. Έστω ότι έχουµε
(3.2α) που έχει ως αποτέλεσµα
παραµόρφωση της ράβδου ισούται
της. Το υλικό της ράβδου παρουσιάζει
σχήµα 3.2β. 

Το διάγραµµα φορτίου- µετατόπισης
τάσεων- παραµορφώσεων (3.
φορτίου F δίνεται από τη σχέση

Όπου F>F1>0, u1 η αντίστοιχη
συµπεριφορά είναι ελαστική
ενέργειας κατά την άσκηση
έργο που παράγεται από το
παραµόρφωσης που µπορεί
παραµόρφωσης ισούται αριθµητικά

Το παραπάνω ολοκλήρωµα
περικλείεται από την καµπύλη

~ 40 ~ 

εξετάσουµε στη γενική τους µορφή και ύστερα στις γραµµικές
ότι έχουµε µια ράβδο που φέρει αξονικό εφελκυστικό
αποτέλεσµα ένα πεδίο σταθερών τάσεων σ=  F/Α . Η
ράβδου ισούται µε ε= u/L όπου u η επιµήκυνση και 

ράβδου παρουσιάζει µη-γραµµική συµπεριφορά όπως

σχήµα 3.2 

µετατόπισης (3.2γ) έχει την ίδια µορφή µε το διάγραµµα
παραµορφώσεων (3.2β). Το έργο που επιτελείται κατά την επίδραση

τη σχέση  

W = � ��� 1du1 

αντίστοιχη επιµήκυνση και u η µέγιστη επιµήκυνση
ελαστική, και επειδή δεν λαµβάνουµε υπόψη τυχόν απώλειες
άσκηση του φορτίου καθώς και κατά την αποφόρτιση
από το εξωτερικό φορτίο αποθηκεύεται στη ράβδο ως

ρεί να ανακτηθεί κατά την αποφόρτιση. Άρα η ενέργεια
ισούται αριθµητικά µε το έργο των εξωτερικών: 

U=   W = � ��� 1du1 

ολοκλήρωµα παριστάνεται από το εµβαδόν της επιφάνειας
καµπύλη και τον άξονα Οx στο σχήµα 3.2β. Η ενέργεια

στις γραµµικές 
εφελκυστικό φορτίο F 

. Η 
και L το µήκος 
όπως φαίνεται στο 

το διάγραµµα 
την επίδραση του 

επιµήκυνση. Αφού η 
τυχόν απώλειες 

αποφόρτιση, όλο το 
ράβδο ως ενέργεια 
Άρα η ενέργεια 

επιφάνειας που 
Η ενέργεια 
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παραµόρφωσης ανά µονάδα όγκου ή αλλιώς η πυκνότητα ενέργειας παραµόρφωσης 
U΄ υπολογίζεται θεωρώντας ένα στοιχείο όγκου του σώµατος στο οποίο 
αναπτύσσεται τάση σ1 και παραµόρφωση ε1. Άρα  

U΄ = � � � 1dε1 

Όπου ε η µέγιστη παραµόρφωση. Το παραπάνω ολοκλήρωµα αντιστοιχίζεται µε το 
εµβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται από την καµπύλη και τον άξονα Οx του 
σχήµατος 3.2β. Μια άλλη µορφή έργου που περιέχεται στο σχήµα 3.2β είναι το 
συµπληρωµατικό έργο W* (complementary work)  και ορίζεται ως 

W* = � !"� 1dF1 

Το συµπληρωµατικό έργο παριστάνεται από το εµβαδόν της επιφάνειας µεταξύ της 
καµπύλης και του άξονα Οy στο σχήµα 3.2γ. Επίσης ισχύει  

W +W* = Fu 

Συνεπώς γεωµετρικά, το συµπληρωµατικό έργο αποτελεί συµπλήρωµα του έργου W 
καθότι συµπληρώνει το ορθογώνιο του σχήµατος 3.2γ. Η συµπληρωµατική ενέργεια 
U* τότε είναι ίση µε το συµπληρωµατικό έργο του ασκούµενου φορτίου ώστε 

U* =   W* = � !"� 1dF1 

Η πυκνότητα της συµπληρωµατικής ενέργειας U*΄ (ή συµπληρωµατική ενέργεια ανά 
µονάδα όγκου) λαµβάνεται θεωρώντας στοιχείο όγκου του σώµατος στο οποίο 
αναπτύσσονται τάσεις σ1 και παραµορφώσεις ε1 όπως και στην περίπτωση της 
πυκνότητας ενέργειας παραµόρφωσης 

U* ΄ = � #$� 1dσ1 

Όταν σε ένα σώµα ασκούνται περισσότερες από µια εξωτερικές φορτίσεις, το 
συνολικό έργο υπολογίζεται µε πρόθεση των επιµέρους έργων. Οι φορτίσεις πρέπει 
να ασκούνται ταυτοχρόνως και να αυξάνονται αναλογικά και ισχύουν 

W= ∑ � ��!�&�	�&'�                        W* = ∑ � !��"&�	�&'�  

Όπου Fi και ui οι µέγιστες τιµές της i-οστής φόρτισης και της αντίστοιχης 
µετατόπισης ενώ F και u είναι οι αντίστοιχες ενδιάµεσες τιµές και n ο αριθµός των 
εξωτερικών φορτίσεων.  

Πρωτύτερα δείξαµε ότι η ενέργεια παραµόρφωσης εκφράζεται ως συνάρτηση 
µετατοπίσεων ενώ η συµπληρωµατική ενέργεια ως συνάρτηση δυνάµεων. Τώρα θα 
αποδείξουµε ένα σηµαντικό θεώρηµα που δείχνει τη χρησιµότητας της 
συµπληρωµατικής ενέργειας κατά την επίλυση των κατασκευών. 
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Έστω µια µη-γραµµική κατασκευή που φέρει n εξωτερικά φορτία F1, F2, …, Fn 
που προκαλούν αντίστοιχες µετατοπίσεις u1,u2, …,un. Η συµπληρωµατική ενέργεια 
U* είναι ίση µε το συµπληρωµατικό έργο W* των φορτίων. Για να υπολογίσουµε 
αυτό το έργο, εκφράζουµε τις µετατοπίσεις συναρτήσει των φορτίων και 
ολοκληρώνουµε την παραπάνω σχέση (W*). Συνεπώς η ενέργεια παραµόρφωσης U 
εκφράζεται ως συνάρτηση των φορτίων F1, F2, …, Fn. Εάν ένα φορτίο Fi αυξηθεί 
κατά dFi ενώ τα υπόλοιπα φορτία παραµείνουν αµετάβλητα, η συµπληρωµατική 
ενέργεια αυξάνεται κατά dU* σύµφωνα µε την παρακάτω εξίσωση η µεταβολή της 
συµπληρωµατικής ενέργειας ισούται µε το ρυθµό µεταβολής της επί τη µεταβολή του 
φορτίου. 

dU* = 
�(∗�*+  dFi 

∆ιαφορετικά, η συµπληρωµατική ενέργεια µπορεί να αυξηθεί αν θεωρήσουµε το 
συµπληρωµατικό έργο των δυνάµεων όταν το φορτίο Fi αυξηθεί κατά dFi. Τότε αυτό 
το συµπληρωµατικό έργο ισούται µε τη συµπληρωµατική ενέργεια της κατασκευής. 
Το µόνο φορτίο που µεταβάλλεται και επιτελεί συµπληρωµατικό έργο είναι το Fi. 
Άρα  dU* = ui dFi  δηλαδή η αύξηση της συµπληρωµατικής ενέργειας είναι το 
γινόµενο της µετατόπισης ui  και της επαύξησης του φορτίου dFi. 

 Αν εξισώσουµε τις δύο παραπάνω σχέσεις έχουµε 

ui = 
�(∗�*+  

Σύµφωνα µε αυτή τη σχέση, η µετατόπιση ενός σηµείου κατασκευής ισούται µε τη 
µερική παράγωγο της συµπληρωµατικής ενέργειας ως προς την εξωτερική δύναµη 
που ασκείται στο συγκεκριµένο σηµείο. Η σχέση αυτή ονοµάζεται θεώρηµα Crotti-
Engesser και αντιστοιχεί στο πρώτο θεώρηµα του Castigliano. 

 

2ο θεώρηµα του Castigliano 

Όταν µια κατασκευή φορτίζεται στη γραµµική ελαστική περιοχή, ισχύει η αρχή 
της επαλληλίας και η συµπληρωµατική ενέργεια είναι ίση µε την ενέργεια 
παραµόρφωσης. Έστω ότι έχουµε µια κατασκευή από γραµµικά ελαστικό υλικό που 
ακολουθεί το νόµο του Hooke, η θερµοκρασία της παραµένει σταθερή και οι 
στηρίξεις της δεν υποχωρούν  και δέχεται φορτία F1, F2, …, Fn και ότι τα φορτία 
αντιστοιχούν σε µετατοπίσεις u1,u2, …,un. Τότε οι ποσότητες U και U* µπορούν να 
εκφρασθούν ως συναρτήσεις δεύτερης τάξης των φορτίων. Επίσης µπορούµε να 
αντικαταστήσουµε το U* µε U στο θεώρηµα Crotti-Engesser και τότε έχουµε 

ui = 
�(�*+ 
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Η παραπάνω σχέση ονοµάζεται δεύτερο θεώρηµα του Castigliano και 
διατυπώνεται ως εξής: 

Σε µια γραµµική κατασκευή, η µερική παράγωγος της ενέργειας παραµόρφωσης ως 
προς  οποιοδήποτε φορτίο Fi ισούται µε την αντίστοιχη µετατόπιση ui εφόσον η ενέργεια 
παραµόρφωσης εκφράζεται συναρτήσει των φορτίων.  

Το 2ο θεώρηµα του Castigliano σε αντίθεση µε την αρχή των ∆υνατών έργων 
εφαρµόζεται µόνο σε γραµµικώς ελαστική συµπεριφορά υλικού και όταν δεν 
υπάρχουν θερµοκρασιακές µεταβολές ή υποχωρήσεις στηρίξεων. 

 

3.8 Αρχή των δυνατών έργων 
 

Στη Μηχανική µια από τις απλούστερες µεθόδους επίλυσης των υπερστατικών 
φορέων είναι η αρχή των δυνατών έργων. Αποτελεί τη βάση για τον υπολογισµό των 
µετακινήσεων και τη συστηµατική ανάλυση οποιαδήποτε κατασκευής. Η αρχή αυτή 
εκφράζει την ισορροπία του σώµατος και προκύπτει ύστερα από αλγεβρικές πράξεις 
των εξισώσεων ισορροπίας του σώµατος. Η αρχή των δυνατών έργων λέει ότι το 
δυνατό έργο των εξωτερικών δυνάµεων είναι ίσο µε το δυνατό έργο των εσωτερικών 
δυνάµεων. Πρέπει να αναφερθεί ότι τα δυνατά έργα δεν είναι πραγµατικά έργα. Το 
δυνατό έργο των εξωτερικών δυνάµεων δΕ είναι το γινόµενο των πραγµατικών 
δυνάµεων επί δυνατές (δηλαδή φανταστικές) µετατοπίσεις που σέβονται τις συνθήκες 
στήριξης. Έτσι, οι δυνατές µετατοπίσεις µηδενίζονται στις στηρίξεις. 

Το στοιχειώδες έργο των εσωτερικών δυνάµεων είναι ίσο µε το γινόµενο των 
πραγµατικών τάσεων επί τις δυνατές παραµορφώσεις (οι οποίες προκύπτουν από τις 
δυνατές µετατοπίσεις µε παραγώγιση) και επί τον στοιχειώδη όγκο dV  στον οποίο 
ενεργούν. Συνεπώς, όλο το δυνατό έργο των εσωτερικών δυνάµεων δU είναι το 
ολοκλήρωµα του δW σε όλο τον όγκο του σώµατος: 

δU = ∫v δW dV 

Αν επιβάλλουµε στον φορέα µια κινηµατικά αποδεκτή µεταβολή των 
µετατοπίσεων u(x), το πεδίο αυτό που είναι απολύτως φανταστικό, σέβεται τη 
συνέχεια του φορέα όπως και τις συνθήκες στήριξης. Θεωρούµε ότι αυτή η 
µετατόπιση δu(x)  δεν προκαλεί µεταβολή των τάσεων σij. Η δu(x) που ονοµάζεται 
δυνατή µετατόπιση, προκαλεί τις δυνατές παραµορφώσεις (δεij). 



 

Στο παραπάνω σχήµα (σχήµα
και η δυνατή µετατόπιση δ
το δυνατό έργο δΕi  που παράγει
το συνολικό δυνατό έργο δΕ

δΕ = ∫sσ p

Το δυνατό έργο δΕ ξεχωρίζει
φανταστικό µαθηµατικό εύρηµα

Στο σχήµα 3.3β απεικονίζει
παραµόρφωση δεij . Το γραµµοσκιασµένο
δυνατή πυκνότητα παραµορφωσιακής

δU = ∫v δWdV

παριστάνει την δυνατή ενέργεια
είναι επίσης ένα φανταστικό

Το δυνατό έργο δΕ πρέπει να

δΕ = δU  ,      

Η παραπάνω σχέση παριστάνει
επιβάλλονται δυνατές µετατοπίσεις
δεδοµένο ότι ο φορέας ισορροπεί
ότι όταν ισχύει η αρχή των
µπορούσαµε να διατυπώσουµε
ώστε ένας φορέας να βρίσκεται
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Σχήµα 3.3 

σχήµα (σχήµα 3.3α) απεικονίζεται το διάγραµµα των
µετατόπιση δui . Το γραµµοσκιασµένο τµήµα µε εµβαδό δ

που παράγει το φορτίο pi κατά τη δυνατή µετατόπιση
έργο δΕ θα είναι 

p δu dS                                              

ξεχωρίζει από το πραγµατικό Ε επειδή το πρώτο είναι
µαθηµατικό εύρηµα. 

απεικονίζει το διάγραµµα των σij – εij καθώς και τη δυνατή
γραµµοσκιασµένο τµήµα µε εµβαδόν σij δεij παριστάνει

παραµορφωσιακής ενέργειας δW  

WdV = ∫v σij δεij dV                            

δυνατή ενέργεια παραµόρφωσης. Η δυνατή ενέργεια παραµόρφωσης
φανταστικό µαθηµατικό εύρηµα. 

πρέπει να είναι ίσο µε την δυνατή ενέργεια παραµόρφωσης

,      ∫v σij δεij dV = ∫Sσ p δu dS               

παριστάνει την αρχή των δυνατών έργων όταν στο σώµα
µετατοπίσεις. Για να αποδείξουµε τη σχέση είχαµε

φορέας ισορροπεί. Όµως αποδεικνύεται και το αντίστροφο
αρχή των δυνατών έργων ο φορέας βρίσκεται σε ισορροπία

διατυπώσουµε την Α∆Ε και ως εξής: Η αναγκαία και ικανή
βρίσκεται σε ισορροπία, είναι το έργο που εκτελούν

 

των pi και ui ενώ 
εµβαδό δui  απεικονίζει 
µετατόπιση δui . Οπότε 

                                              (1) 

πρώτο είναι ένα 

τη δυνατή 
παριστάνει τη 

                            (2) 

ενέργεια παραµόρφωσης 

παραµόρφωσης  

               (3) 

στο σώµα 
είχαµε ως 

αντίστροφο, δηλαδή 
ισορροπία. Έτσι θα 
και ικανή συνθήκη 

εκτελούν τα εξωτερικά 
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φορτία αν επιβληθεί στο φορέα ένα πεδίο δυνατών µετατοπίσεων, κινηµατικά 
παραδεκτών, να ισούται µε την δυνατή παραµορφωσική ενέργεια.  

Έχουµε ένα κινητό σύστηµα στερεών σωµάτων. Αν υποθέσουµε ότι δεν υπάρχουν 
τριβές στις διάφορες αρθρώσεις, έδρανα, τριβείς κ.α. των αξόνων και ούτε στις 
διάφορες ολισθήσεις µεταξύ επιφανειών. Επίσης αν δεχθούµε και ότι τα διάφορα 
µέρη από τα οποία αποτελείται το σύστηµα είναι απόλυτα στερεά σώµατα τότε ένα 
τέτοιο σύστηµα ονοµάζεται ιδεώδες σύστηµα. Σε αυτά τα συστήµατα µόνο οι 
δυνάµεις που παράγουν έργο κατά τη διάρκεια µιας δυνατής µετατόπισης του 
συστήµατος. Όντως οι εσωτερικές δυνάµεις που αναπτύσσονται σε κάθε σηµείο του 
σώµατος δεν παράγουν έργο, αφού πάντα εµφανίζονται σε ζεύγη ίσων και αντίθετων 
δυνάµεων και άρα το ολικό έργο τους σε κάθε µετατόπιση ισούται µε µηδέν.  

Για τα ιδεώδη αυτά συστήµατα δεχόµαστε ότι ισχύει η παρακάτω διατύπωση της 
αρχής των δυνατών έργων: Αν για κάθε δυνατή µετατόπιση ενός ιδεώδους συστήµατος, 
το έργο που παράγεται από τις εξωτερικές δυνάµεις είναι µηδέν, το σύστηµα ισορροπεί.  

Η αρχή των δυνατών έργων έχει τρία σηµαντικά πλεονεκτήµατα. Ένα από αυτά 
είναι ότι για την επίλυση ενός προβλήµατος όπου έχουµε ένα σύστηµα σωµάτων 
όπου δεν εµφανίζεται τριβή, δεν είναι απαραίτητος ο διαχωρισµός του συστήµατος σε 
µικρότερα επιµέρους τµήµατα για τον υπολογισµό των αντιδράσεων ή εσωτερικών 
δυνάµεων ώστε στη συνέχεια να µπορούν να διατυπωθούν οι εξισώσεις ισορροπίας. 
∆εύτερον, οι σχέσεις µεταξύ των εξωτερικών δυνάµεων, για να διασφαλιστεί η 
ισορροπία του συστήµατος, µπορούν να προσδιοριστούν απευθείας χωρίς την 
παρεµβολή των αντιδράσεων. Επίσης, είναι η πιο σηµαντική διαδικασία υπολογισµού 
των µετακινήσεων ενός συγκεκριµένου σηµείου ενός φορέα αφού εφαρµόζεται σε 
διάφορα είδη κατασκευών και έχει δυνατότητες συµπερίληψης, πέρα από τα 
συνηθισµένα φορτία, άλλων δράσεων όπως υποχωρήσεις στηρίξεων, θερµοκρασιακές 
µεταβολές και κατασκευαστικές ατέλειες. 

Αυτά τα πλεονεκτήµατα καθιστούν την εφαρµογή της αρχής των δυνατών έργων 
χρήσιµη για την εύρεση της θέσης ισορροπίας οποιουδήποτε κινητού συστήµατος 
στερεών σωµάτων (ιδεώδους) όπου επιδρούν εξωτερικά φορτία. 

Η αρχή των δυνατών έργων έχει µεγάλη σηµασία επειδή ισχύει για οποιοδήποτε 
νόµο συµπεριφοράς του υλικού της κατασκευής. Η Α∆Ε δεν αποτελεί µία πρόσθετη 
σχέση της θεωρίας των παραµορφωσίµων σωµάτων αλλά την ολοκληρωτική 
έκφραση των εξισώσεων ισορροπίας. Όµως διαφέρει από τις ΕΣΙ γιατί αυτές 
εκφράζουν την ισορροπία σε κάθε σηµείο του σώµατος ξεχωριστά, ενώ η αρχή  των 
δυνατών έργων σε ολόκληρο το σώµα.  Αυτήν την διαφορά µπορούµε να την 
αξιοποιήσουµε µε την ανάπτυξη άλλων απλούστερων υπολογιστικών µεθόδων αντί 
να χρησιµοποιήσουµε τις κλασικές ΕΣΙ. Έτσι, σύµφωνα µε την αρχή των δυνατών 
έργων αναπτύχθηκε η µητρωϊκή ανάλυση των κατασκευών για τον υπολογισµό 
οποιασδήποτε κατασκευής. 
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3.8.1 Αναλυτική απόδειξη της αρχής των δυνατών έργων 
 

Θα επανεξετάσουµε το ίδιο πρόβληµα οριακής τιµής που περιγράψαµε στην 
παραπάνω παράγραφο µε την διαφορά ότι όλα τα µεγέθη (εξωτερικές δυνάµεις, 
µετατοπίσεις, τάσεις, παραµορφώσεις) είναι ανεξάρτητα από το χρόνο t.  

Ονοµάζουµε στατικά παραδεκτό ένα πεδίο τάσεων σij που ικανοποιεί τις παρακάτω 
συνθήκες: 

 Τις συνθήκες ισορροπίας σε κάθε σηµείο του σώµατος �,+-	�./ + Fi = 0             (4) 

 Τις επιφανειακές συνθήκες στο τµήµα της επιφάνειας Sσ του σώµατος 

ti - σij nj = 0                       (5) 

Ονοµάζουµε κινηµατικά παραδεκτό ένα πεδίο µετατοπίσεων u(x), δύο φορές 
παραγωγίσιµο, όπου οι παραµορφώσεις εij προκύπτουν από την ακόλουθη σχέση 
µετατοπίσεων – παραµορφώσεων 

εij = ½ (��&�./ + 
��/�.&)             (6) 

ενώ στο τµήµα της επιφάνειας Su του σώµατος ικανοποιούνται οι συνοριακές 
συνθήκες   

ui(x) – gi(x) = 0, x ϵ Su                        (7) 

Εννοείται ότι τότε θα ικανοποιούνται και οι συνθήκες συµβιβαστού των 
παραµορφώσεων.  

Από τη στατικά παραδεκτή κατανοµή τάσεων (σij) µε τη βοήθεια των 
καταστατικών εξισώσεων προκύπτει ένα πεδίο παραµορφώσεων. Αν το πεδίο αυτό 
είναι κινηµατικά παραδεκτό, τότε η λύση του προβλήµατος είναι το πεδίο σij.  
Αντιθέτως , από ένα κινηµατικά παραδεκτό πεδίο µετατοπίσεων u προκύπτουν οι 
παραµορφώσεις και ύστερα οι τάσεις. Αν το πεδίο των τάσεων είναι στατικά 
παραδεκτό, το πεδίο u αποτελεί την πραγµατική λύση του προβλήµατος. Το 
κινηµατικό παραδεκτό πεδίο είναι τελείως αυθαίρετο. Ο µοναδικός περιορισµός είναι 
να µην επιβάλλεται µετακίνηση που να παραβιάζει το σύνδεσµο (για παράδειγµα σε 
µια κύλιση να επιβάλλουµε µετακίνηση κάθετη στο επίπεδο κύλισης κ.ο.κ. ). 

Πιο αναλυτικά, έστω σij το πεδίο των πραγµατικών τάσεων (στη πράξη το πεδίο 
των τάσεων σij δεν χρειάζεται να είναι πραγµατικό αλλά µόνο στατικά παραδεκτό), ui  
το πεδίο των µετατοπίσεων και εij το πεδίο των παραµορφώσεων. Θεωρούµε τώρα 
ένα πεδίο κινηµατικά παραδεκτών µετατοπίσεων δui  πάνω στο τµήµα της επιφάνειας 
Su ικανοποιούν τις οµογενείς οριακές συνθήκες 



 

δui(

τέτοιου είδους µετατοπίσεις

Έστω ότι επιβάλλουµε σε
µεταβληθούν τα πεδία σij ,

υποστεί τις παραµορφώσεις
πολλαπλασιάζουµε τις σχέσεις
των ολοκληρωµάτων τους πάνω
Sσ  αντίστοιχα 

Επειδή όµως ισχύει η σχέση
αφαιρέσουµε το ολοκλήρωµα
υπόψη ότι Su	∪ Sσ = S , έχουµε

Χρησιµοποιούµε το θεώρηµα

(11) 

Έχοντας υπόψη τη συµµετρία

Εποµένως, η (11) λόγω της

Το δεύτερο µέλος της (13) παριστάνει
δηλαδή το έργο που παράγεται
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(x) = 0 , x ∈	Su                                     (8) 

µετατοπίσεις ονοµάζονται δυνατές µετατοπίσεις. 

επιβάλλουµε σε ένα σώµα Β να εκτελέσει τις µετατοπίσεις

, uij ,  εij και τα πεδία των φορτίσεων Fi και ti , και
παραµορφώσεις δεij. Όπως κάναµε για το απόλυτο στερεό, 

τις σχέσεις (4) και (5) µε δuij . Ύστερα, θα πάρουµε το
τους πάνω στον όγκο V του σώµατος και πάνω στην

                    

ισχύει η σχέση (8) µπορούµε από την παραπάνω σχέση
ολοκλήρωµα πάνω στην Su  της ποσότητας σijnjui , άρα λαµβάνοντας

, έχουµε 

θεώρηµα Green- Gauss στο δεύτερο όρο της (10) και

συµµετρία του τανυστή τάσεων, προκύπτει 

λόγω της (12) γράφεται  

 (13) παριστάνει το δυνατό έργο δΕ των δυνάµεων
παράγεται όταν οι δυνάµεις Fi και ti µένουν σταθερές

οπίσεις δui , χωρίς να 
, και φυσικά να 

στερεό, 
πάρουµε το άθροισµα 
πάνω στην επιφάνεια 

                    (9) 

σχέση να 
άρα λαµβάνοντας 

(10) 

 (10) και έχουµε 

(12) 

          (13) 

δυνάµεων Fi και ti 
σταθερές και 



 

µεταβληθεί η µετατόπιση 
ενδεικτικά το διάγραµµα των
πρώτο µέλος παριστάνει τη

Όπου δW η πυκνότητα δυνατής

Στο σχήµα 3.4β, η δW είναι
η σij διατηρείται σταθερή και
ισορροπίας. Είναι αξιοσηµείωτο
πραγµατικών µετατοπίσεων
ικανοποιεί και την οµογενή
πεδίο το πεδίο των απειροστών
στα ελαστικά (γραµµικά µη
ενέργειας παραµόρφωσης δ

∆ηλαδή σ΄ αυτήν την περίπτωση
πυκνότητας της ενέργειας παραµόρφωσης
απειροστή µεταβολή  dU  

Η σχέση (13) εκφράζει την
δυνατές µετατοπίσεις (το δυνατό
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µετατόπιση ui κατά δu. Στο παρακάτω σχήµα (3.4α) απεικονίζεται
διάγραµµα των δυνάµεων Fi και χαράσσουµε το δυνατό έργο
παριστάνει τη δυνατή παραµορφωτική ενέργεια δU 

                                                           

πυκνότητα δυνατής παραµορφωτικής ενέργειας. 

Σχήµα 3.4 

είναι η αύξηση της πυκνότητας ενέργειας παραµόρφωσης
σταθερή και µεταβληθεί κατά εij η παραµόρφωση από τη
αξιοσηµείωτο ότι η απειροστή µεταβολή dui  του πεδίου

µετατοπίσεων ui είναι ένα κινηµατικά παραδεκτό πεδίο το
οµογενή συνθήκη (8) στο όριο Su. Έτσι , αν πάρουµε
απειροστών µεταβολών (δui = dui , δεij =  dεij)  και περιοριστούµε

γραµµικά µη-γραµµικά) υλικά, τότε η πυκνότητα της δυνατής
παραµόρφωσης δW , έχοντας υπόψη και την (13) 

                                              

περίπτωση, η δW παριστάνει την απειροστή µεταβολή
ενέργειας παραµόρφωσης W. Επιπλέον, η δU παριστάνει

 της ενέργειας παραµόρφωσης U. 

εκφράζει την αρχή των δυνατών έργων όταν στο σώµα επιβάλλοντα
το δυνατό έργο των εσωτερικών δυνάµεων , δηλαδή

απεικονίζεται 
δυνατό έργο Fiδui . Το 

                         (14) 

 

παραµόρφωσης όταν 
από τη θέση 

του πεδίου των 
πεδίο το οποίο 
πάρουµε σαν δυνατό 

και περιοριστούµε 
της δυνατής 

                                              (15) 

µεταβολή dw της 
παριστάνει την 

σώµα επιβάλλονται 
δηλαδή η δυνατή 
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ενέργεια, είναι ίση µε το δυνατό έργο των εξωτερικών δυνάµεων). Με την παραπάνω 
διαδικασία αποδείξαµε ότι όταν ισχύουν οι εξισώσεις ισορροπίας (14) και (15) τότε 
κατ΄ανάγκην θα ισχύει και η (13). Έτσι µπορούµε να διατυπώσουµε την αρχή των 
δυνατών έργων ως εξής: η αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστε ένα παραµορφώσιµο 
σώµα να βρίσκεται σε ισορροπία, είναι το έργο που εκτελούν τα εξωτερικά φορτία αν 
επιβληθεί στο σώµα ένα πεδίο δυνατών µετατοπίσεων, κινηµατικά παραδεκτών, να 
ισούται µε τη δυνατή ενέργεια παραµόρφωσης. Η αρχή των δυνατών έργων έχει 
µεγάλη σηµασία επειδή ισχύει για οποιοδήποτε νόµο συµπεριφοράς του υλικού. 

 

3.8.2 Η αρχή των ∆υνατών Έργων για τα ∆ικτυώµατα 
 

Η αρχή των δυνατών έργων χρησιµοποιείται επίσης για να υπολογίσουµε την 
µετακίνηση οποιουδήποτε σηµείου του φορέα σε οποιαδήποτε διεύθυνση και για 
τυχαία φόρτιση. Μπορούµε να εφαρµόσουµε αυτή την µέθοδο σε ελαστικά ή 
ανελαστικά προβλήµατα και σε περιπτώσεις υποχωρήσεων στηρίξεων και 
θερµοκρασιακών µεταβολών. Η µέθοδος συνίστανται όταν εφαρµόζουµε ένα δυνατό 
δηλαδή νοητό φορτίο στο σηµείο και κατά τη διεύθυνση της ζητούµενης 
µετακίνησης. Καθώς ο φορέας παραµορφώνεται υπό την δράση πραγµατικών 
φορτίων, παράγεται εξωτερικό δυνατό έργο W̅  από το δυνατό έργο ενόσω διανύει 
την πραγµατική µετακίνηση του φορέα. Σύµφωνα µε την αρχή διατήρησης ενέργειας, 
ισοδύναµη ποσότητα δυνατής ενέργειας παραµόρφωσης U̅ αποθηκεύεται στο φορέα 

 W̅ = U̅ 

Η δυνατή ενέργεια παραµόρφωσης U̅ που αποθηκεύεται στο φορέα ισούται µε το 
γινόµενο των εσωτερικών δυνάµεων N̅ που αναπτύσσονται στα µέλη του 
δικτυώµατος λόγω του δυνατού φορτίου επί τις παραµορφώσεις ∆L (βραχύνσεις ή 
επιµηκύνσεις) των µελών που προκαλούνται από τα πραγµατικά φορτία 

̅1̅· δ= ∑N3 ∆L                                   (1) 

Παραµορφώσεις ράβδων από εξωτερικό φορτίο Ρ 

Οι παραµορφώσεις των ράβδων που οφείλονται σε εξωτερικό φορτίο µπορούν να 
εκφραστούν στη µορφή 

∆L = 
45 = 

6789 

Άρα η Α∆Ε (1) µπορεί να διατυπωθεί ως εξής 

̅1̅ · δ= ∑N3 · ∆L= ∑ :36789  

Παραµορφώσεις ράβδων από θερµοκρασιακή µεταβολή ∆Τ 
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Καθώς µεταβάλλεται η θερµοκρασία του µέλους ενός δικτυώµατος, µεταβάλλεται 
και το µήκος του. Συγκεκριµένα η αύξηση της θερµοκρασίας (∆Τ>0) προκαλεί 
επιµήκυνση του µέλους ενώ η µείωση της θερµοκρασίας (∆Τ<0) προκαλεί βράχυνση 
του µέλους. Έτσι, η µεταβολή του µήκους του µέλους σε κάθε περίπτωση δίνεται από 

∆Lθερµ = α · ∆Τ· L 

Όπου α= συντελεστής θερµικής διαστολής µέλους   
∆Τ= µεταβολή θερµοκρασίας  
L= µήκος µέλους 

Τότε, η διατύπωση της Α∆Ε (1) γίνεται 

̅1̅· δ= ∑N3 · ∆L= ∑N	3  α · ∆Τ· L 

Παραµορφώσεις ράβδων από κατασκευαστική ατέλεια ∆Lκατ 

Κάποιες φορές το µήκος ενός µέλους ενός δικτυώµατος είναι πιθανό να διαφέρει από 
το επιθυµητό λόγω κατασκευαστικής ατέλειας. Σε αυτή την περίπτωση, η µετακίνηση 
ενός κόµβου του δικτυώµατος από την αναµενόµενη θέση του µπορεί να υπολογισθεί 
από την (1): 

̅1̅· δ= ∑N3 · ∆Lκατ 

Παραµορφώσεις ράβδων από υποχώρηση στηρίξεων ∆ 

Οι κατασκευές που θεµελιώνονται σε χαλαρά εδάφη είναι πιθανό να παρατηρηθεί 
υποχώρηση των στηρίξεων τους. Η υποχώρηση αυτή, όταν είναι διαφορική, 
συνοδεύεται από περιστροφή των µελών και µετακίνηση των κόµβων του φορέα. Αν 
ο φορέας είναι ισοστατικός, δεν αναπτύσσεται εσωτερική ένταση επειδή η κατασκευή 
µπορεί να αναπροσαρµοστεί στη νέα θέση στηρίξεων. Ενώ αν ο φορέας είναι 
υπερστατικός, η υποχώρηση των στηρίξεων µπορεί να συνοδευθεί από ανάπτυξη 
µεγάλων εσωτερικών δυνάµεων. Το µέγεθος των δυνάµεων αυτών είναι συνάρτηση 
της ακαµψίας των µελών του δικτυώµατος. Καθώς ο φορέας υπόκειται σε υποχώρηση 
∆ των στηρίξεων του, εκτός από το δυνατό φορτίο, οι αντιδράσεις R̅ στις 
µετατοπισµένες στηρίξεις παράγουν εξωτερικό έργο. Άρα η εξίσωση (1) 
διατυπώνεται ως 

̅1̅· δ +	∑R3Δ = ∑N3 · ∆L 

Μεθοδολογία για τον προσδιορισµό των µετακινήσεων των κόµβων ενός 
δικτυώµατος µε βάση την Α∆Ε: 

Πραγµατική ένταση Ν 

Για τη πραγµατική φόρτιση, υπολογίζουµε τις αξονικές δυνάµεις Ν στις ράβδους του 
δικτυώµατος (µε τη µέθοδο των κόµβων ή τη µέθοδο των τοµών). 

∆υνατή ένταση N̅ 
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Στον κόµβο που γίνεται η µετακίνηση, εφαρµόζουµε µια µοναδιαία δύναµη κατά τη 
διεύθυνση της ζητούµενης µετακίνησης. Για τη φόρτιση αυτή, όπου δεν 
συµπεριλαµβάνει τα πραγµατικά φορτία του φορέα, υπολογίζουµε τις αξονικές 
δυνάµεις N̅ στις ράβδους του δικτυώµατος (µε τη µέθοδο των κόµβων ή τη µέθοδο 
των τοµών) και τις αντιδράσεις στις στηρίξεις.  

Άρα η διατύπωση της Α∆Ε και ο προσδιορισµός της ζητούµενης µετακίνησης δ είναι 
ως εξής: 

 ̅1̅· δ +	∑R3Δ = ∑N3 · ∆L = ∑ N=( 689 ? � α · ∆Τ· L + ∆Lκατ) 

Όπου  ̅1̅ = δυνατό εξωτερικό µοναδιαίο φορτίο, ασκούµενο σε κόµβο του 
δικτυώµατος κατά τη διεύθυνση της µετακίνησης 

δ= πραγµατική µετακίνηση του θεωρούµενου κόµβου προκαλούµενη από 
πραγµατικά φορτία του φορέα 

R̅ = οι αντιδράσεις στις µετατοπισµένες στηρίξεις λόγω του δυνατού 
εξωτερικού µοναδιαίου φορτίου 

∆ = πραγµατική υποχώρηση στηρίξεων 

∆Lκατ = κατασκευαστική ατέλεια 

Ν =εσωτερική αξονική δύναµη στη ράβδο του δικτυώµατος προκαλούµενη 
από τα πραγµατικά φορτία του φορέα 

N̅ = εσωτερική αξονική δύναµη στη ράβδο του δικτυώµατος προκαλούµενη 
από το δυνατό εξωτερικό µοναδιαίο φορτίο 

L = µήκος, Ε = µέτρο ελαστικότητας, Α = εµβαδόν διατοµής, α = συντελεστής 
θερµικής διαστολής. ∆Τ =  µεταβολή θερµοκρασίας 

Αν η τιµή του δ που προκύπτει από την παραπάνω εξίσωση είναι θετική, η 
µετακίνηση έχει την ίδια φορά µε το επιβαλλόµενο µοναδιαίο φορτίο. Αντίθετα αν η 
τιµή είναι αρνητική, η µετακίνηση έχει αντίθετη φορά από τη φορά του 
επιβαλλόµενου µοναδιαίου φορτίου. 

 

3.8.3 Η  αρχή των ∆υνατών Έργων για τις δοκούς και τα πλαίσια 
 

Οι παραµορφώσεις στις δοκούς προκαλούνται από τέµνουσες δυνάµεις και 
καµπτικές ροπές. Οι παραµορφώσεις που προκαλούνται από τέµνουσες δυνάµεις σε 
δοκούς µε κανονικές διαστάσεις είναι πολύ µικρές και συνήθως δεν λαµβάνονται 
υπόψη. Οι αξονικές παραµορφώσεις σε συνήθεις δοκούς είναι επίσης πολύ µικρές. 
Άρα αν δεν ορίζεται διαφορετικά, θα θεωρούµε µόνο παραµορφώσεις λόγω 
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καµπτικών ροπών. Η αρχή των δυνατών έργων σε δοκούς είναι αντίστοιχη µε αυτή 
για δικτυώµατα. Η µέθοδος συνίστανται στην εφαρµογή  ενός δυνατού µοναδιαίου 
φορτίου για υπολογισµό µετατοπίσεων και µιας δυνατής µοναδιαίας ροπής για 
υπολογισµό στροφών. Σύµφωνα µε την αρχή διατήρησης της ενέργειας  

W̅ = U̅ 

Παραµόρφωση δοκού λόγω καµπτικών ροπών Μ 

Οι παραµορφώσεις σε δοκούς και πλαίσια οφείλονται κυρίως σε καµπτικές ροπές. Η 
διατύπωση της Α∆Ε έχει τη µορφή 

̅1̅· δ = � @@38A �B.'7.'�                για µετακίνηση 

̅1̅· θ = � @@38A �B.'7.'�                      για στροφή 

 

Όπου ̅1̅ = δυνατή εξωτερική µοναδιαία δύναµη ή ροπή 

δ ή θ = πραγµατική µετακίνηση (µετατόπιση ή στροφή) 

Μ = ροπή που προκαλείται από τα πραγµατικά φορτία του φορέα 

M̅ = ροπή που προκαλείται από τη δυνατή εξωτερική µοναδιαία φόρτιση 

Ε = µέτρο ελαστικότητας 

Ι = ροπή αδράνειας της διατοµής ως προς τον άξονα που περνά από το κέντρο 
βάρους 

Παραµόρφωση δοκού λόγω τεµνουσών δυνάµεων V 

 Οι διατµητικές παραµορφώσεις σε συνήθεις δοκούς είναι εν γένει πολύ µικρές και η 
διατύπωση της Α∆Ε έχει τη µορφή 

̅1̅· δ = � C DD3E9 �B.'7.'�                για µετακίνηση 

̅1̅· θ = � C DD3E9 �B.'7.'�                      για στροφή 

Όπου 

Κ=  συντελεστής που εξαρτάται από το σχήµα της διατοµής  

Κ= 1.2 για ορθογωνική διατοµή  

Κ= 10/9 για κυκλική διατοµή 
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V= τέµνουσα που προκαλείται από τα πραγµατικά φορτία του φορέα 

V̅ = τέµνουσα που προκαλείται από τη δυνατή εξωτερική µοναδιαία φόρτιση 

G= µέτρο διάτµησης    

Α= εµβαδόν διατοµής 

Παραµόρφωση δοκού λόγω αξονικών δυνάµεων Ν 

Οι αξονικές παραµορφώσεις σε συνήθεις δοκούς είναι γενικά πολύ µικρές και 
λαµβάνοντας τες υπόψη διατυπώνουµε την Α∆Ε ως εξής: 

̅1̅· δ = � 63689 �B.'7.'�                για µετακίνηση 

̅1̅· θ = � 63689 �B.'7.'�                      για στροφή 

Όπου 

Ν =  αξονική δύναµη που προκαλείται από τα πραγµατικά φορτία του φορέα 

N̅ = αξονική δύναµη που προκαλείται από τη δυνατή εξωτερική µοναδιαία 
φόρτιση 

Ε = µέτρο ελαστικότητας 

Α= εµβαδόν διατοµής 

 

Παραµόρφωση δοκού λόγω στρέψης Τ 

Σε τρισδιάστατους φορείς συνήθως επιδρούν στρεπτικά φορτία. Λαµβάνοντας υπόψη 
τις στρεπτικές ροπές, η διατύπωση της Α∆Ε έχει τη µορφή: 

̅1̅· δ = � F=FEG �B.'7.'�                για µετακίνηση 

̅1̅· θ = � F=FEG �B.'7.'�                      για στροφή 

Όπου 

Τ = ροπή στρέψης που προκαλείται από τα πραγµατικά φορτία του φορέα 

T̅ = ροπή στρέψης που προκαλείται από τη δυνατή εξωτερική µοναδιαία φόρτιση 

G = µέτρο διάτµησης 

J = πολική ροπή αδράνειας της διατοµής (J= πr4/2 για κυκλική διατοµή)  
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Παραµόρφωση δοκού λόγω θερµοκρασιακής µεταβολής ∆Τm 

Όταν έχουµε θερµοκρασιακή µεταβολή η διατύπωση της Α∆Ε παίρνει τη µορφή 

̅1̅· δ = � �H
FIJ �K3�B.'7.'�                για µετακίνηση 

̅1̅· θ = � �H
FIJ �K3�B.'7.'�                      για στροφή 

Όπου 

α = συντελεστής θερµικής διαστολής 

∆Τm = θερµοκρασιακή µεταβολή µεταξύ της µέσης θερµοκρασίας Τm = (Τ1 + 
Τ2)/2 και της θερµοκρασιακής της πάνω (Τ1) ή της κάτω ίνας (Τ2). ∆Τm= T1-Tm= 
Tm- T2  

c = (ύψος διατοµής)/2 

M̅ = ροπή που προκαλείται από τη δυνατή εξωτερική µοναδιαία φόρτιση 

Μεθοδολογία για προσδιορισµό της µετακίνησης (µετατόπισης ή στροφής) βάσει 
Α∆Ε (θεωρώντας µόνο καµπτικές ροπές) 

Πραγµατική ένταση Μ 

Για τη πραγµατική φόρτιση, υπολογίζουµε την καµπτική ροπή Μ που προκαλείται 
από τα πραγµατικά φορτία 

∆υνατή ένταση M̅ 

Στο σηµείο που ζητείται η µετακίνηση, εφαρµόζουµε µια µοναδιαία δύναµη (ή ροπή) 
κατά τη διεύθυνση της ζητούµενης µετακίνησης. Για τη φόρτιση αυτή, που δεν 
περιλαµβάνει τα πραγµατικά δοσµένα φορτία του φορέα, υπολογίζουµε την καµπτική 
ροπή M̅. 

∆ιατύπωση της Α∆Ε και προσδιορισµός της ζητούµενης µετακίνησης (µετατόπισης δ 
ή στροφής θ) 

 

̅1̅· δ = � @@38A �B.'7.'�                για µετακίνηση 

̅1̅· θ = � @@38A �B.'7.'�                      για στροφή 

Το ολοκλήρωµα � @@38A �B.'7.'�  µπορεί να υπολογισθεί µε δύο τρόπους: 

• Αναλυτικά εκφράζοντας τις ροπές Μ και M̅ συναρτήσει της απόστασης x. 
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• Από πίνακες αφού πρώτα σχεδιασθούν τα διαγράµµατα [Μ] και [M̅]. 

Για τον υπολογισµό  των ροπών Μ και M̅ χρησιµοποιούµε την κλασική σύµβαση 
πρόσηµου δηλαδή η ροπή θεωρείται θετική όταν προκαλεί εφελκυσµό των κάτω 
ινών. Αν η τιµή του δ ή θ είναι θετική, η µετακίνηση (µετατόπιση ή στροφή) έχει την 
ίδια φορά µε το επιβαλλόµενο φορτίο. Αντίστοιχα, αν η τιµή του δ ή θ είναι αρνητική, 
η µετακίνηση έχει αντίθετη φορά απ αυτήν του επιβαλλόµενου µοναδιαίου φορτίου. 

 

3.8.4 Παράδειγµα εφαρµογής της Α∆Ε 
 

Έστω ότι έχουµε ένα σύστηµα δύο ίσων ράβδων ΑΓ και ΓΒ όπως στο σχήµα 3.5, 
που συνδέονται αρθρωτά µεταξύ τους µε τέτοιο τρόπο ώστε µε την κατακόρυφη 
δράση της Ρ, η άρθρωση Β να µετακινεί οριζόντια το σώµα µε το οποίο συνδέεται µε 
δύναµη Q. Να προσδιορισθεί η τιµή της δύναµης Q που πρέπει να ωθήσει το σώµα 
της κινητής άρθρωσης ώστε το σύστηµα των ράβδων να ισορροπεί. 

 

Σχήµα 3.5 

Η διάταξη έχει ένα βαθµό ελευθερίας, τη στροφή της ράβδου ΑΓ γύρω από την 
άρθρωση Α.  Άρα η θέση της καθορίζεται από την τιµή της γωνίας θ, η οποία είναι η 
παράµετρος του συστήµατος. Για να υπολογίσουµε τις δυνατές µετατοπίσεις που 
εµφανίζονται στα διάφορα σηµεία του συστήµατος, η παράµετρος θ παίρνει µια 
απειροστή αύξηση δθ,  µε αποτέλεσµα το σηµείο Β να µετατοπιστεί οριζόντια κατά 
δxΒ ενώ το Γ θα µετατοπιστεί κατακόρυφα κατά δyΓ . Μπορούµε να υπολογίσουµε αυτές 
τις µετατοπίσεις από τις σχέσεις που εκφράζουν τις αποστάσεις των σηµείων Β και Γ 
αντίστοιχα από τους άξονες x και y συναρτήσει της γωνίας θ, διαφορίζοντας ως προς θ. 
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∆ηλαδή, από τις σχέσεις 

xB = 2l ηµθ      και      yΓ = lσυνθ 

και τις διαφορίσουµε ως προς την µεταβλητή γωνία θ, έχουµε 

δxB = 2l συνθ ·δθ     και      δyΓ = - l ηµθ ·δθ 

χρησιµοποιούµε την σχέση της αρχής των δυνατών έργων µόνο για τις δυνάµεις Ρ 
και Q αφού οι αντιδράσεις τόσο στην άρθρωση όσο και στην κύλιση δεν παράγουν 
έργο. ∑�� = 0               ∑Niσυναiδsi+ ∑Kiδθi= 0 

Συνδυάζουµε την παραπάνω σχέση µε τις σχέσεις των δxB και δyΓ  και έχουµε: ∑�� = 0              Ρ δyΓ  - Q δxB = 0 

Το αρνητικό πρόσηµο του δyΓ  εκφράζει τη µείωση της απόστασης του Γ µε την 
αύξηση της γωνίας θ και δεν συσχετίζεται µε το πρόσηµο του έργου που παράγει η Ρ 
(επειδή αυτό είναι θετικό µόνον όταν η δύναµη είναι οµόφορη προς την µετατόπιση 
που πραγµατοποιεί). Έτσι προέκυψε το αρνητικό πρόσηµο του έργου της Q οπότε η 
παραπάνω σχέση γίνεται 

Ρ l ηµθ ·δθ – Q 2l συνθ ·δθ = 0 

Και λύνοντας ως προς την ζητούµενη Q έχουµε 

Q = 
O� #P� 

Στο παράδειγµα αυτό βλέπουµε τα πλεονεκτήµατα από την εφαρµογή της αρχής 
των δυνατών έργων διότι η δύναµη Q βρέθηκε χωρίς να ληφθούν υπόψη οι 
αντιδράσεις. Αν είχαµε υποθέσει αυθαίρετα ότι η φορά της Q είναι οµόφορη προς την 
µετατόπιση που προκαλεί, τότε το πρόσηµο της θα προέκυπτε αρνητικό. Άρα αυτό θα 
σήµαινε ότι η σωστή φορά είναι αντίθετη από αυτή που είχαµε υποθέσει αρχικά. 

    

3.9 Μέθοδος των ∆υνάµεων 
 

Η µέθοδος των υπεράριθµων δυνάµεων ή απλούστερα µέθοδος των δυνάµεων 
(Μ∆) είναι µια από τις κλασικές µεθόδους ανάλυσης των υπερστατικών φορέων. 
Είναι µία από τις κλασικές µεθόδους που είναι κατάλληλη για υπολογισµούς «µε το 
χέρι», στις µέρες µας όµως χρησιµοποιείται σχεδόν αποκλειστικά µια πιο σύγχρονη 
µέθοδος, η µέθοδος Στιβαρότητας η οποία εκµεταλλεύεται πλήρως τις δυνατότητες 
του ηλεκτρονικού υπολογιστή. Ωστόσο χρήζει µεγάλης σηµασίας από διδακτικής 
πλευράς γιατί βοηθά α) να συνειδητοποιηθούν σε βάθος οι θεµελιώδεις προϋποθέσεις 
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και παραδοχές της Στατικής, β) να κατανοηθεί η βασική λογική της µεθοδολογίας 
επίλυσης υπερστατικών φορέων και γ) να αποσαφηνιστεί το γενικότερο οικοδόµηµα 
αρχών και προτάσεων µέσα στο οποίο εντάσσονται οι επί µέρους µέθοδοι ανάλυσης 
κατασκευών.  

Ο υπολογισµός των υπερστατικών φορέων µε τη µέθοδο των δυνάµεων βασίζεται 
στις αρχές της αποδέσµευσης και της επαλληλίας.  Πιο αναλυτικά, σύµφωνα µε την 
αρχή της αποδέσµευσης η εντασιακή κατάσταση ενός δοµικού φορέα δεν 
µεταβάλλεται λόγω κατάλυσης ενός συνδέσµου, αν στη θέση του καταλύοµενου 
συνδέσµου προσαχθεί το αντίστοιχο εντασιακό µέγεθος. Η αρχή της επαλληλίας 
ισχύει µέσα στα πλαίσια της Γραµµικής Στατικής, όπου όλες οι σχέσεις µεταξύ 
µεγεθών έντασης και παραµόρφωσης είναι γραµµικές, και επιτρέπει την αναγωγή 
πολύπλοκων προβληµάτων σε µία σειρά από απλούστερα προβλήµατα, οι λύσεις των 
οποίων επαλληλιζόµενες (δηλαδή προστιθέµενες) συνθέτουν τη λύση του αρχικού 
προβλήµατος.  Στηριζόµενη σε αυτές τις αρχές, η επίλυση ενός υπερστατικού φορέα 
µε τη Μ∆ βασίζεται στην αναγωγή του προβλήµατος µέσω κατάλυσης επαρκούς 
πλήθους συνδέσµων ενός άλλου απλούστερου φορέα που ονοµάζεται Στατικό Κύριο 
Σύστηµα (ΣΚΣ), το οποίο είναι µικρότερης υπερστατικότητας από τον αρχικό φορέα 
και συνήθως είναι ένας ισοστατικός φορέας. Η κατάλυση των συνδέσµων έχει ως 
αποτέλεσµα (στο ΣΚΣ) το µηδενισµό των άγνωστων δυνάµεων που αυτές 
µεταβίβαζαν. Οι δυνάµεις αυτές λέγονται υπεράριθµες δυνάµεις και είναι οι άγνωστοι 
του προβλήµατος. Επιπλέον µε την κατάλυση των συνδέσµων επιτρέπονται στο ΣΚΣ 
οι µετακινήσεις που αυτές απαγόρευαν. Το ΣΚΣ επιλύεται µε τις γνωστές 
στοιχειώδεις µεθόδους επίλυσης ισοστατικών φορέων για µια συγκεκριµένη σειρά 
φορτίσεων και στη συνέχεια µε κατάλληλη επαλληλία ορισµένων µεγεθών που 
προκύπτουν από αυτές τις επιλύσεις καταστρώνονται οι επιλύουσες εξισώσεις του 
υπερστατικού φορέα. Όλοι οι απαιτούµενοι υπολογισµοί γίνονται στο παράγωγο ΣΚΣ 
και όχι στο δεδοµένο υπερστατικό φορέα. 

 Οι επιλύουσες εξισώσεις της µεθόδου προκύπτουν από τις συνθήκες συµβιβαστού 
των µετακινήσεων µε τους περιορισµούς που επιβάλλουν οι πραγµατικοί σύνδεσµοι 
του προς επίλυση υπερστατικού φορέα. Η ικανοποίηση των εξισώσεων του 
συµβιβαστού των µετακινήσεων εξασφαλίζει τη συνέχεια της ελαστικής γραµµής του 
φορέα ή τη συµβατότητα των παραµορφώσεων µε τη γεωµετρία που επιβάλλουν οι 
στηρίξεις. Σ’ αυτές τις εξισώσεις, οι µετακινήσεις που πρέπει να συµβιβαστούν 
εκφράζονται συναρτήσει των άγνωστων υπεράριθµων δυνάµεων, οι οποίες 
προσδιορίζονται µε την επίλυση του συστήµατος εξισώσεων που προκύπτει. Ύστερα 
από τον υπολογισµό των υπεράριθµων δυνάµεων η εντατική κατάσταση του 
πραγµατικού φορέα προκύπτει µε επίλυση του ΣΚΣ για το εξωτερικό αίτιο και 
ταυτόχρονη εφαρµογή στις θέσεις των καταλυθέντων συνδέσµων των γνωστών πλέον 
υπεράριθµων δυνάµεων που αυτοί µεταβιβάζουν στον πραγµατικό υπερστατικό 
φορέα. 

Αν και η µέθοδος των ∆υνάµεων µπορεί να εφαρµοστεί σε πολλά είδη φορέων 
(δοκοί, δικτυώµατα, πλαίσια, κελύφη κ.α.), ο υπολογιστικός φόρτος αυξάνεται 
εκθετικά µε το βαθµό στατικής αοριστίας. Συνεπώς στην πράξη, η Μ∆ εφαρµόζεται 
σε φορείς µε µικρό βαθµό στατικής αοριστίας. 
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Αναδιατύπωση των ορισµών στατικής και γεωµετρικής αοριστίας 
 
Για την καλύτερη κατανόηση τόσο της µεθόδου των δυνάµεων όσο και της µεθόδου 
των µετακινήσεων (αναλύεται παρακάτω) θα αναδιατυπώσουµε τους ορισµούς των 
«στατικά ορισµένου/αόριστου» και του «γεωµετρικά ορισµένου/αόριστου» φορέα. 
 
Ορισµός της στατικής αοριστίας 

Ονοµάζουµε ένα φορέα στατικά ορισµένο ή ισοστατικό, αν η έντασή του (ροπές, 
τέµνουσες και αξονικές δυνάµεις, αντιδράσεις στηρίξεων κτλ.) µπορεί να υπολογισθεί 
µε στοιχειώδη τρόπο, δηλαδή µε βάση τις εξισώσεις ισορροπίας. Αν αυτές δεν 
επαρκούν για τον υπολογισµό της έντασης του φορέα τότε ονοµάζεται στατικά 
αόριστος ή υπερστατικός. Αν οι διαθέσιµες εξισώσεις ισορροπίας είναι περισσότερες 
από τα άγνωστα µεγέθη τότε ο φορέας χαρακτηρίζεται ως χαλαρός δηλ. κινηµατική 
αλυσίδα (µηχανισµός). 
 
Ορισµός της γεωµετρική αοριστίας 

Ονοµάζουµε ένα φορέα γεωµετρικά ορισµένο ή ισογεωµετρικό , αν η 
παραµόρφωση του (µετατοπίσεις, στροφές κτλ.) µπορεί να υπολογιστεί µε στοιχειώδη 
τρόπο. Αν η παραµόρφωση του φορέα δεν µπορεί να υπολογισθεί µε στοιχειώδη 
τρόπο, τότε ο φορέας χαρακτηρίζεται ως γεωµετρικά αόριστος ή υπεργεωµετρικός.  

 

3.9.1 Στατικό κύριο σύστηµα 
 

Για να προσδιορίσουµε το βαθµό υπερστατικότητας ενός φορέα συνήθως 
ακολουθούµε ένα από τους δύο τρόπους που ακολουθούν: 

� Με τη σταδιακή αποδόµηση του δεδοµένου φορέα, κατά την οποία 
καταλύονται σταδιακά δεσµικές ράβδοι (εσωτερικές ή/και εξωτερικές) του 
δεδοµένου φορέα, δηλαδή εισάγονται καµπτικές, διατµητικές ή αξονικές 
αρθρώσεις µέχρι να θεωρηθεί ισοστατικός. Αυτός ο ισοστατικός 
παράγωγος φορέας ονοµάζεται στατικό κύριο σύστηµα (ΣΚΣ). 

� Με τη σταδιακή οικοδόµηση του ΣΚΣ, σύµφωνα µε την οποία ξεκινάς από 
ένα κατάλληλο ισοστατικό φορέα και προσθέτεις (συνδέεις) σ’ αυτόν 
σταδιακά γνωστούς ισοστατικούς φορείς δηµιουργώντας έτσι ένα σύνθετο 
ισοστατικό φορέα που έχει την ίδια δοµή (γεωµετρία και ελαστικές 
ιδιότητες των δοµικών στοιχείων) µε τον δεδοµένο υπερστατικό φορέα. 
Έτσι ο ισοστατικός φορέας που δηµιουργήσαµε ονοµάζεται στατικό κύριο 
σύστηµα (ΣΚΣ).  

 



~ 59 ~ 

 

 

Σχήµα 3.6 

Προσδιορισµός ενός ΣΚΣ µε σταδιακή αποδόµηση (α) και µε σταδιακή 
οικοδόµηση (β) 

Ας αναλύσουµε τους δύο παραπάνω τρόπους µε τη βοήθεια ενός παραδείγµατος. 
Έστω ότι έχουµε την τρεις φορές υπερστατική δοκό του σχήµατος 3.6. Αποδοµώντας 
τη συνεχή δοκό µε σταδιακή αφαίρεση των στηρίξεων 2, 3 και 4 (δηλαδή µε τον 
πρώτο τρόπο) καταλήγουµε στο ΣΚΣ-1 του σχήµατος. Εναλλακτικά αν 
χρησιµοποιήσουµε τον δεύτερο τρόπο, µπορούµε να καταλήξουµε σε ένα ΣΚΣ 
ξεκινώντας από την ισοστατική αµφιέρειστη  δοκό 1-2 και προσθέτοντας σ’ αυτήν 
σταδιακά τις ισοστατικές δοκούς 2-3, 3-4 και 4-5, οικοδοµώντας έτσι το ΣΚΣ-2 από 
επί µέρους ισοστατικούς υποφορείς. Επειδή το ζητούµενο είναι όσο πιο λίγες 
αριθµητικές πράξεις για την επίλυση ενός φορέα όταν αυτή γίνεται «χειρονακτικά», 
ως καταλληλότερη επιλογή του ΣΚΣ µπορεί να θεωρηθεί κατ’ αρχάς εκείνη  που  
ελαχιστοποιεί την αλληλεπίδραση µεταξύ των υπεραρίθµων µεγεθών. Έτσι, το ΣΚΣ-2 
υπερτερεί υπολογιστικά του ΣΚΣ-1. Κατά κανόνα, ο καθορισµός του ΣΚΣ γίνεται 
αποτελεσµατικότερα µε τη σταδιακή οικοδόµηση και όχι µε την σταδιακή αποδόµηση 
του δεδοµένου υπερστατικού φορέα, παρόλο που τα ΣΚΣ που προκύπτουν 
θεωρούνται σε κάθε περίπτωση επί της ουσίας ισότιµα. Βασικοί ισοστατικοί φορείς 
που µπορούν να χρησιµοποιηθούν κατά την σταδιακή οικοδόµηση ενός ΣΚΣ είναι ο 
πρόβολος, η αµφιέρειστη δοκός και διάφορες παραλλαγές της καθώς και το 
τριαρθρωτό πλαίσιο ή ηµιπλαίσιο σε διάφορες µορφές.  

 

Υπεράριθµα µεγέθη 

Το πλήθος Ν των συνδέσµων, δηλαδή των δροµικών και στροφικών δεσµικών 
ράβδων που καταλύθηκαν προκειµένου να προκύψει το ΣΚΣ του δεδοµένου φορέα 
ισούται µε το πλήθος των υπεράριθµων στατικών µεγεθών της Μ∆. Τα υπεράριθµα 
µεγέθη της  Μ∆ είναι εντασιακά µεγέθη, δηλαδή δυνάµεις (αντιδράσεις στηρίξεων, 
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τέµνουσες και αξονικές δυνάµεις) ή/και ροπές (ροπές πακτώσεων, ροπές κάµψης και 
σε χωρικούς φορείς, ροπές στρέψης). Εποµένως πρόκειται για διαφορετικά φυσικά 
µεγέθη που µετριούνται µε διαφορετικές µονάδες µέτρησης ([kN] ή [kNm]). Η σειρά 
αρίθµησης των αγνώστων (υπεράριθµων) µεγεθών έντασης είναι προφανώς στη 
διακριτική ευχέρεια του µελετητή. Ακόµα, είναι αυτονόητο ότι η σειρά αρίθµησης 
των αγνώστων µεγεθών έχει συµβατικό χαρακτήρα και ως εκ τούτου δεν επηρεάζει 
τα αποτελέσµατα της επίλυσης. Όµως η σειρά αρίθµησης των αγνώστων µεγεθών 
επηρεάζει τη δοµή των επιλυουσών εξισώσεων ( πιο συγκεκριµένα τη δοµή του 
µητρώου ενδοσιµότητας) και κατά συνέπεια τον όγκο των αριθµητικών πράξεων που 
απαιτούνται για την επίλυση τους. Εποµένως, η σειρά αρίθµησης µπορεί να 
διευκολύνει ή να δυσχεράνει τη διαδικασία επίλυσης, χωρίς όµως αυτό να επηρεάζει 
τις αριθµητικές τιµές των αποτελεσµάτων. 

Εποµένως εκτός από την «έξυπνη» επιλογή του ΣΚΣ πρέπει να γίνει και «έξυπνη» 
αρίθµηση των υπεράριθµων µεγεθών προκειµένου να µειωθεί ο υπολογιστικός όγκος 
κατά την επίλυση του συστήµατος εξισώσεων της Μ∆. 

 

3.9.2 Βήµατα επίλυσης µε την µέθοδο των δυνάµεων 
 

Έστω ότι έχουµε µια συνεχή δοκό τριών ανοιγµάτων (σχήµα 3.7). Είναι (µε 
δεδοµένη την ατένεια της) τέσσερις φορές γεωµετρικά αόριστη (τέσσερις άγνωστες 
στροφές κόµβων), ενώ δύο µόνο φορές στατικά αόριστη. Θεωρείται άτµητη (GAs	→∞) και (ΕΑ	→ ∞) και άρα υφίσταται µόνο καµπτικές παραµορφώσεις υπό την 
επίδραση των κατακόρυφων φορτίων του. Το ζητούµενο είναι το διάγραµµα ροπών. 
Ύστερα µε γνωστές ροπές, µπορούν να υπολογιστούν εύκολα µε γνωστές 
στοιχειώδεις µεθόδους όλα τα υπόλοιπα στατικά µεγέθη (π.χ. τέµνουσες δυνάµεις, 
µετατοπίσεις, στροφές, κτλ). Παρακάτω περιγράφονται τα βήµατα επίλυσης του 
φορέα µε την Μ∆. 

 

Σχήµα 3.7 
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Βήµα 1ο : Καθορισµός του ΣΚΣ – Κατάλυση συνδέσµων  

Τα πιθανά ΣΚΣ για την επίλυση του δεδοµένου φορέα είναι άπειρα σε αριθµό ενώ 
η επιλογή του ΣΚΣ που θα χρησιµοποιηθεί τελικά δεν έχει καµία επίπτωση στα 
αποτελέσµατα. Έτσι, θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε ένα από τα παρακάτω 
ΣΚΣ του σχήµατος 3.8. Γενικά, από υπολογιστικής πλευράς µας ενδιαφέρει να 
επιλέξουµε τα υπεράριθµα µεγέθη έτσι ώστε η µεταξύ τους αλληλεπίδραση να είναι 
όσο το δυνατόν µικρότερη. 

   

Σχήµα 3.8 

Το ΣΚΣ (α) αποτελεί την βέλτιστη επιλογή αλλά για διδακτικούς λόγους 
επιλέγουµε το ΣΚΣ (β) το οποίο προκύπτει µε κατάλυση της στήριξης στο σηµείο 3 
και κατάλυση του εσωτερικού συνδέσµου που µεταφέρει ροπές κάµψης στο σηµείο 4. 
Η αρίθµηση των υπεράριθµων εντασιακών µεγεθών Xm  γενικώς δεν συµπίπτει (και 
δεν είναι αναγκαίο να συµπίπτει) µε την αρίθµηση των διαφόρων σηµείων κόµβων 
του φορέα. 

Βήµα 2ο : Εξωτερικές δράσεις στο ΣΚΣ (κατάσταση «0») 
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Η κατάσταση έντασης και παραµόρφωσης του φορέα υπό την επίδραση της 
εξωτερικής φόρτισης χαρακτηρίζεται ως κατάσταση «0». Τα εντασιακά και 
παραµορφωσιακά µεγέθη που αναπτύσσονται στο ΣΚΣ στην κατάσταση «0» 
χαρακτηρίζονται µε τον δείκτη 0 (δείκτης αιτίου).  

 

Σχήµα 3.9 

Αυτό που µας ενδιαφέρει στην κατάσταση «0» είναι η παραµόρφωση, η οποία στα 
σηµεία κατάλυσης συνδέσµων τραυµατίζει τις συνθήκες συµβιβαστού των 
παραµορφώσεων (δηλαδή το ακλόνητο της στήριξης στο σηµείο 3 και τη συνέχεια 
των στροφών στο σηµείο 4) που ισχύουν στον πραγµατικό φορέα. ∆ιότι οι 
παραµορφώσεις δ10  και δ20 δεν υπάρχουν στο πραγµατικό φορέα και για τον 
υπολογισµό αυτών των παραµορφώσεων, όπου θα χρησιµοποιήσουµε την αρχή των 
συµπληρωµατικών δυνατών έργων (ΑΣ∆Ε ή αρχή των νοητών ή βοηθητικών 
δυνάµεων), χρειαζόµαστε τα εντασιακά µεγέθη (N,Q,M) που αναπτύσσονται στην 
κατάσταση «0». Το διάγραµµα ροπών και η ελαστική γραµµή του ΣΚΣ στην 
κατάσταση «0»  απεικονίζονται στο σχήµα 3.9. Παρατηρούµε ότι λόγω της 
κατάλυσης της στήριξης στον κόµβο 3 και λόγω της άρθρωσης στον κόµβο 4 
αναπτύσσονται εκεί µετατόπιση δ10 και άλµα στροφής δ20 και άρα το συµβιβαστό 
των παραµορφώσεων τραυµατίζεται σε σχέση µε τον δεδοµένο φορέα. 

Βήµα 3ο : Μοναδιαίες καταστάσεις στο ΣΚΣ (“X n=1”) 

Τα στατικά (εντασιακά και παραµορφωσιακά) µεγέθη που αναπτύσσονται στο 
ΣΚΣ στις καταστάσεις µοναδιαίας έντασης “X n=1” χαρακτηρίζονται µε τον δείκτη 
αιτίου n. Επειδή η υπερστατική δοκός του παραδείγµατος µας είναι δύο φορές 
υπερστατική ο δείκτης n παίρνει τις τιµές 1 και 2. Παρόλο που οι υπεράριθµες X1 
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είναι δύναµη και µετριέται σε [kN] και η X2 είναι ροπή που µετριέται σε [kNm], οι 
µοναδιαίες φορτίσεις εισάγονται ως αδιάστατες. Αυτό δηλώνεται µε την παύλα στις 
αγκύλες που ακολουθούν τη µονάδα Xn=1[-] αν και συνήθως γράφουµε απλά Xn=1. 
Η αδιάστατη εισαγωγή των µοναδιαίων φορτίσεων γίνεται σκόπιµα γιατί, όπως θα 
δούµε παρακάτω στο βήµα 5, µε τον τρόπο αυτό οι τελικές υπεράριθµες προκύπτουν 
µε διαστάσεις που αντιστοιχούν στην φυσική τους σηµασία. Όµως,  στις µοναδιαίες 
καταστάσεις επιβάλλονται µια αδιάστατη δύναµη και µια αδιάστατη ροπή αντίστοιχα, 
δηλαδή δύναµη ίση µε 1 και όχι 1kN και ροπή ίση µε 1 και όχι 1kNm.  

Αυτό που µας ενδιαφέρει είναι και πάλι η παραµόρφωση του ΣΚΣ, η οποία 
τραυµατίζει τις συνθήκες συµβιβαστού των παραµορφώσεων στα σηµεία 3 και 4, οι 
οποίες ισχύουν στον πραγµατικό φορέα. Για να υπολογίσουµε αυτές τις 
παραµορφώσεις χρειάζονται οι ροπές που αναπτύσσονται στις καταστάσεις “X 1=1” 
και “X 2=1” οι οποίες υπολογίζονται µε τις γνωστές µεθόδους για ισοστατικούς 
φορείς. Τα διαγράµµατα ροπών και οι ελαστικές γραµµές του ΣΚΣ για τις 
καταστάσεις “X 1=1” και “X 2=1”  απεικονίζονται στα σχήµατα 3.10 και 3.11 
αντίστοιχα. 

 

 
Σχήµα 3.10 
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Σχήµα 3.11 

 

Βήµα 4ο : Υπολογισµός των παραµορφώσεων στους καταλυθέντες συνδέσµους 

Όπως προαναφέραµε, ο υπολογισµός των παραµορφώσεων  δm0 και δmn (n,m = 1, 
2)  στους καταλυθέντες συνδέσµους θα γίνει µε τη βοήθεια της ΑΣ∆Ε η οποία ως 
γνωστόν ισοδυναµεί µε τις συνθήκες συµβιβαστού. Έτσι, για να υπολογισθούν οι 
παραµορφώσεις δ10, δ11 και δ12 , οι οποίες εµφανίζονται στο σηµείο εισαγωγής του 
υπεράριθµου µεγέθους Χ1 (σηµείο 3 του φορέα), προσάγουµε στο σηµείο 3  του ΣΚΣ 
µια µοναδιαία νοητή δύναµη X1=1ν  και καταγράφουµε τα συµπληρωµατικά δυνατά 
έργα που παράγει η προκαλούµενη ένταση (εδώ: οι ροπές) επί των παραµορφώσεων 
(εδώ: στροφών και καµπυλοτήτων) των καταστάσεων “0” ,  “X 1=1” και “X 2=1”  
ξεχωριστά. Ακόµα χρειάζεται να υπολογισθούν οι ροπές Μ1

ν(x) που προκαλεί η 
νοητή δύναµη X1=1ν  στο ΣΚΣ. Η κατάσταση έντασης στο ΣΚΣ λόγω X1=1ν   
χαρακτηρίζεται ως νοητή µοναδιαία κατάσταση έντασης “X 1=1ν”  . Σύµφωνα µε την 
ΑΣ∆Ε το άθροισµα των συµπληρωµατικών δυνατών έργων που παράγονται ισούται 
µε το µηδέν. Από την εξίσωση που προκύπτει υπολογίζονται οι ζητούµενες 
παραµορφώσεις. 

 

Σχήµα 3.12 
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Αντίστοιχα, για να υπολογισθούν οι παραµορφώσεις δ20, δ21 και δ22 οι οποίες 
εµφανίζονται στο σηµείο εισαγωγής του υπεράριθµου µεγέθους X2 (σηµείο 4 του 
φορέα) κάνουµε τις εξής ενέργειες  

a) Θεωρούµε την νοητή µοναδιαία κατάσταση έντασης “X 2=1ν”, δηλαδή 
προσάγουµε στην άρθρωση 4 του ΣΚΣ τη µοναδιαία νοητή ροπή  X2=1ν  

b) Υπολογίζουµε τις ροπές Μ2
ν(x) που προκαλεί η νοητή ροπή X2=1ν στο 

ΣΚΣ και 
c) Μηδενίζουµε τα συµπληρωµατικά δυνατά έργα που παράγει η 

προκαλούµενη λόγω X2=1ν νοητή ένταση επί των παραµορφώσεων κάθε 
µιας των καταστάσεων “0” ,  “X 1=1” και “X 2=1” . 

Οι νοητές µοναδιαίες καταστάσεις που χρησιµοποιούµε για τον υπολογισµό 
παραµορφώσεων στα σηµεία των καταλυθέντων συνδέσµων πρέπει σύµφωνα µε την 
ΑΣ∆Ε να είναι καταστάσεις ισορροπίας. Η προϋπόθεση αυτή ικανοποιείται πάντοτε 
στο ΣΚΣ. Παρατηρούµε ότι οι ροπές Μ1

ν(x) και Μ2
ν(x) των νοητών καταστάσεων 

“X 1=1ν” και “X 2=1ν” αντίστοιχα. Γι’ αυτό, καθαρά αριθµητικά, αντί των νοητών 
ροπών µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις πραγµατικές ροπές προκειµένου να 
υπολογίσουµε τις παραµορφώσεις µε την ΑΣ∆Ε. 

 
 

Σχήµα 3.13 
Βήµα 5ο: Ικανοποίηση των συνθηκών συµβιβαστού – Αποκατάσταση της συνέχειας των 
καταλυθέντων συνδέσµων 

Η µετατόπιση δ10 που εµφανίζεται στο σηµείο 3 του ΣΚΣ λόγω εξωτερικής 
φόρτισης δεν υφίσταται στον πραγµατικό (υπερστατικό) φορέα. Στο σηµείο 3 του 
πραγµατικού φορέα υπάρχει στήριξη και άρα δεν µπορεί να αναπτυχθεί εκεί καµία 
µετατόπιση, δηλαδή ισχύει δ1=0. Προκειµένου να ικανοποιηθεί η τραυµατισµένη 
συνθήκη συµβιβαστού των παραµορφώσεων, θα πρέπει να αρθεί η ασυµβατότητα 
αυτή. Αυτό επιτυγχάνεται µε τη δράση στο ΣΚΣ των υπεράριθµων Χ1 και Χ2, οι 
οποίες εάν λάβουν κατάλληλες τιµές θα προκαλέσουν ίση και αντίθετη µετατόπιση 
στο 3 του καταλυθέντος συνδέσµου. Το άθροισµα, δηλαδή, των παραµορφώσεων 
λόγω “0” ,  “X 1=1” και “X 2=1” θα µηδενιστεί. Για το άθροισµα αυτό έχουµε 
σύµφωνα µε την αρχή της επαλληλίας: 
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δ1 =        δ1,Χ1                   + δ1,Χ2                               + δ10                     = 0   

δ1,Χ1=1  · Χ1         + δ1,Χ2=1 · Χ2              + δ10                     = 0  

δ11  · Χ1             + δ12· Χ2                  + δ10                      = 0  

 �S�S ∙ 10VW�·Χ1 +  (4 ∙ 10VWY·Χ2     +	� ����S ∙ 10VW�  = 0 

     Για το άλµα στροφής (γόνατο) δ20 που εµφανίζεται στο σηµείο 4 του ΣΚΣ λόγω 
εξωτερικής φόρτισης παίρνουµε αντίστοιχα  

δ2 =        δ2,Χ1                     + δ2,Χ2                              + δ20                     = 0   

δ2,Χ1=1  · Χ1           + δ2,Χ2=1 · Χ2             + δ20                     = 0  

δ21  · Χ1               + δ22· Χ2                  + δ20                     = 0  

 (4 ∙ 10VWY·Χ1 +  ��ZS ∙ 10VW�·Χ2         +	(525 ∙ 10VWY     = 0 

Η επίλυση του συστήµατος που σχηµατίζεται από τις  παραπάνω εξισώσεις  (για δ1 
και δ2) µας δίνει εκείνες ακριβώς τις τιµές των υπεράριθµων Χ1 και Χ2 για τις οποίες 
οι ασυµβατότητες (µετατόπιση στο σηµείο 3 και άλµα στροφής στο σηµείο 4) του 
ΣΚΣ λόγω εξωτερικής φόρτισης αίρονται, εφόσον αυτό φορτιστεί ταυτόχρονα µε τα 
εξωτερικά φορτία και µε τις Χ1 και Χ2. ∆ηλαδή οι εξισώσεις αυτές εκφράζουν τις 
προϋποθέσεις υπό τις οποίες αίρεται η ασυνέχεια στα σηµεία των καταλυθέντων 
συνδέσµων. Άρα πρόκειται για εξισώσεις συµβιβαστού των παραµορφώσεων. Από 
την επίλυση των παραπάνω εξισώσεων έχουµε 

δ1=  -3,53 kN,        δ2=  -101,09 kNm 

Βήµα 6ο : Υπολογισµός των τελικών εντασιακών µεγεθών 

Για τον υπολογισµό των τελικών εντασιακών µεγεθών του δεδοµένου 
υπερστατικού φορέα χρησιµοποιούµε για µια ακόµη φορά την αρχή της επαλληλίας. 
Για τις ροπές στα σηµεία 2,3,4 και 5 του φορέα έχουµε: 

Μ2 = Μ20 + Μ21·Χ1+ Μ22·Χ2 = 53,26 kNm 

Μ3 = Μ30 + Μ31·Χ1 + Μ32·Χ2 = 6,52 kNm 

Μ4 = Μ40 + Μ41·Χ1 + Μ42·Χ2 = -101,09 kNm 

Μ5= Μ50 + Μ51·Χ1 + Μ52·Χ2 = 149,46 kNm 

Από τις ροπές Μ(x) υπολογίζονται οι τέµνουσες Q(x) είτε βάσει των συνθηκών 
ισορροπίας είτε χρησιµοποιώντας άµεσα τη γνωστή διαφορική εξίσωση Q(x)= ‘Μ(x). 
Τα διαγράµµατα ροπών και τεµνουσών δίνονται στο σχήµα 3.14 µαζί µε την ποιοτική 
εικόνα της ελαστικής γραµµής w(x). 
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Σχήµα 3.14 

Βήµα 7ο : Έλεγχοι αποτελεσµάτων 

Οι έλεγχοι αποτελεσµάτων είναι σηµαντικό και αναπόσπαστο τµήµα της 
διαδικασίας επίλυσης. Οι έλεγχοι ισορροπίας για ολόκληρο τον φορέα κάνοντας 
χρήση των τελικών αποτελεσµάτων είναι ιδιαίτερα απλοί. Έτσι, για να ελέγξουµε την 
ικανοποίηση της συνθήκης ισορροπίας ΣΡΖ = 0 υπολογίζουµε πρώτα τις κατακόρυφες 
αντιδράσεις στηρίξεων 

AZ1 = Q13 = 26.63kN 

AZ3 = Q34 –Q31 = -26.90 –(-23.37) = -3.53kN 

AZ4 = Q46- Q43 = 62.64 –(-26.90) = 89.54kN 

AZ6 = -Q64 = -(-37.36) = 37.36kN   

Με τις οποίες παίρνουµε  ∑ΡΖ = Ρ2 + Ρ5 –ΑΖ1 –ΑΖ3 –ΑΖ4 –ΑΖ6 = 

50 + 100 -26,63 –(-3,53) -89,54 -37,36 = 0  



 

Παρατηρούµε ότι η ισορροπία

 

3.9.3 Παράδειγµα επίλυσης
 

Να επιλυθεί η δοκός του
αφαιρεθεί η δέσµευση ΜΑ

Παρατηρούµε ότι ο φορέας
δέσµευση ΜΑ, η πάκτωση µετατρέπεται
φαίνεται το ΣΚΣ µε την αρχική
που αφαιρέσαµε την δέσµευση

Η ανάλυση του ΣΚΣ ανάγεται

- Λόγω της δοσµένης
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η ισορροπία κατά Ζ ικανοποιείται. 

πίλυσης φορέα της µεθόδου των ∆υνάµεων 

δοκός του σχήµατος 3.15 µε τη Μέθοδο των ∆υνάµεων

Α από την πάκτωση στο σηµείο Α. 

Σχήµα 3.15 

ο φορέας είναι µια φορά υπερστατικός. Αφαιρώντας
πάκτωση µετατρέπεται σε άρθρωση. Στο επόµενο σχήµα

την αρχική φόρτιση w και την άγνωστη δύναµη ΧΑ

δέσµευση. 

Σχήµα 3.16 

ανάγεται σε επαλληλία δύο αναλύσεων: 

δοσµένης εξωτερικής φόρτισης (σχήµα 3.17) 

∆υνάµεων αφού 

 

Αφαιρώντας τη 
σχήµα (3.16) 

Α στο σηµείο 

 



 

- Και λόγω του υπερστατικού

Η εξίσωση συµβιβαστού των

Εποµένως, το άθροισµα της
θΑ0  και της µετακίνησης λόγω
ισούται µε µηδέν 

όπου θΑ0 = στροφή λόγω οµοιόµορφου

θΑΑ = στροφή λόγω µοναδιαίου

ΧΑ = υπερστατικό µέγεθος
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Σχήµα 3.17 

του υπερστατικού µεγέθους ΧΑ (σχήµα 3.18) 

Σχήµα 3.18 

συµβιβαστού των παραµορφώσεων σ αυτήν την περίπτωση είναι

θΑ = 0 

άθροισµα της µετακίνησης λόγω της δοσµένης εξωτερικής
µετακίνησης λόγω της δέσµευσης που αφαιρέθηκε θΑΑΧΑ πρέπει

θΑ0 +  θΑΑΧΑ = 0 

λόγω οµοιόµορφου κατανεµηµένου φορτίου w 

µοναδιαίου φορτίου στο σηµείο Α όπου αφαιρέθηκε

µέγεθος (άγνωστη δέσµευση που αφαιρέθηκε) στο σηµείο

 

 

περίπτωση είναι: 

εξωτερικής φόρτισης 
πρέπει να 

αφαιρέθηκε η ΜΑ 

στο σηµείο Α 
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3.9.4 Θεώρηµα Betti –Maxwell 
 

Το θεώρηµα Betti –Maxwell διατυπώνεται ως εξής: 

Σε ελαστικό σώµα, που ακολουθεί το νόµο του Hooke, έχει αµετάβλητη θερµοκρασία 
και στηρίζεται ακλόνητα και πάνω του ενεργούν εξωτερικά φορτία, το άθροισµα των 
δυνατών έργων των εξωτερικών δυνάµεων µιας φόρτισης Pm, για τις παραµορφώσεις 
που οφείλονται µόνο σε φόρτιση Pn, η οποία είναι ανεξάρτητη από τη φόρτιση Pm, 
ισούται µε το άθροισµα των δυνατών έργων της φόρτισης Pn για τις παραµορφώσεις, 
που οφείλονται µόνο στη φόρτιση Pm, η οποία είναι ανεξάρτητη από τη φόρτιση Pn 
δηλαδή: 

ΣPm · δmn = ΣPn ·δnm 

Ειδικές περιπτώσεις: 

1.  Αν τα Pm, Pn  είναι µονάδες φόρτισης (µοναδιαία φορτία) τότε η παραπάνω 
σχέση γράφεται:  

1 · δmn = 1 ·δnm      ∴   δmn = δnm   
Αυτό επίσης ονοµάζεται και θεώρηµα της αµοιβαιότητας των µετατοπίσεων. 

2. Αν το Pm  είναι ροπή, τότε το δ θα είναι γωνία στροφής. 
3. Αν το Pm  είναι δύναµη, τότε το δ θα είναι µετακίνηση. 

Το θεώρηµα Betti –Maxwell είναι ιδιαίτερα χρήσιµο στην ανάλυση υπερστατικών φορέων, 
καθώς η εφαρµογή του επιφέρει µείωση του υπολογιστικού φόρτου αφού κάποιοι δείκτες 
ευκαµψίας προκύπτουν κατευθείαν βάση αυτής της συµµετρίας. 

 

3.10 Μέθοδος των Μετακινήσεων 
  

Η µέθοδος των Μετακινήσεων (Μ∆) είναι µία από τις κλασικές µεθόδους  
επίλυσης των υπερστατικών φορέων κατάλληλη για υπολογισµούς «µε το χέρι». Η 
µέθοδος των Μετακινήσεων καθώς και η µέθοδος των ∆υνάµεων διατηρούν αµείωτη 
τη διδακτική τους αξία παρόλο που στις µέρες γίνεται χρήση των σύγχρονων 
αριθµητικών µεθόδων που είναι προσανατολισµένες στη χρήση ηλεκτρονικών 
υπολογιστών. Η ενασχόληση µε την ΜΜ βοηθάει στην ανάπτυξη µιας καλύτερης 
αντίληψης των παραµορφώσεων που υφίσταται ένας φορέας. Επίσης, αποτελεί τη 
βάση και το απαραίτητο θεωρητικό υπόβαθρο για την ευκολότερη εµπέδωση των 
σύγχρονων µητρωικών µεθόδων. 

Στη µέθοδο των ∆υνάµεων (ή Ευκαµψίας), που αναλύσαµε παραπάνω, επιλέγουµε 
ως άγνωστα υπερστατικά µεγέθη αντιδράσεις ή εσωτερικές δράσεις. Ο αριθµός των 
άγνωστων υπερστατικών µεγεθών ισούται µε τη στατική αοριστία του φορέα. Στη 
µέθοδο των Μετακινήσεων (ή ακαµψίας) επιλέγουµε ως άγνωστα µεγέθη τις 
µετακινήσεις των κόµβων του φορέα (µετατοπίσεις και στροφές). Ο αριθµός των 
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ανεξάρτητων αγνώστων µετακινήσεων ισούται µε το βαθµό κινηµατικής αοριστίας 
του φορέα. Κατά την επίλυση φορέων µε την ΜΜ χρησιµοποιείται το γεωµετρικό 
κύριο σύστηµα (ΓΚΣ) το οποίο προκύπτει από τον αρχικό φορέα µε τη δικινητή 
πάκτωση (δέσµευση των στροφών) και ταυτόχρονη παγίωση (δέσµευση των 
µετατοπίσεων) όλων των κόµβων του χρησιµοποιώντας φανταστικές «µέγγενες». Το 
ΓΚΣ είναι µεγαλύτερης υπερστατικότητας από τον αρχικό φορέα. Η αναγωγή αυτή 
γίνεται µε την προσθήκη υποθετικών δεσµικών ράβδων για να προκύψει το ΓΚΣ που 
αποτελείται από αµφίπακτες και µονόπακτες δοκούς και υπολογίζεται εύκολα.  Όλοι 
οι απαιτούµενοι υπολογισµοί µέσα στα πλαίσια της ΜΜ γίνονται όχι στο 
υπερστατικό φορέα, αλλά στο παράγωγο ΓΚΣ. Η προσθήκη αυτών των δεσµικών 
ράβδων έχει ως συνέπεια να µηδενίζονται οι άγνωστες µετακινήσεις των κόµβων του 
φορέα που είναι και οι άγνωστοι του προβλήµατος. Επιπλέον, οι σύνδεσµοι που 
προστίθενται στους κόµβους µεταβιβάζουν αντιδράσεις που ανατρέπουν την 
ισορροπία των κόµβων του αρχικού φορέα στον οποίο δεν υπάρχουν αυτοί οι 
σύνδεσµοι. Από τα παραπάνω παρατηρούµε ότι η µέθοδος των µετακινήσεων 
στηρίζεται στην αρχή της επαλληλίας. 

Υπάρχουν τρεις διαφορετικές µέθοδοι µετακινήσεων: η µέθοδος γωνιών στροφής 
(ΜΓΣ), η µέθοδος Επικόµβιων Μετατοπίσεων (ΜΕΜ) και η µέθοδος των 
Mετατοπίσεων µε Κατανοµή των Ροπών (ΜΚΡ ή Cross). 

 
Κινηµατική αοριστία 

 
Όταν σε ένα φορέα ασκούνται φορτία µε αποτέλεσµα να παραµορφώνεται, τότε 

µερικοί από τους κόµβους τους να υποβάλλονται σε άγνωστες µετακινήσεις 
(µετατοπίσεις και στροφές). Το σύνολο των αγνώστων ανεξάρτητων συνιστωσών των 
µετακινήσεων των κόµβων ενός φορέα αποτελεί τους βαθµούς ελευθερίας (β.ε.) 
κίνησής τους ή τον βαθµό κινηµατική αοριστίας (ΒΚΑ) του. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 



 

3.10.1 Βήµατα επίλυσης µε
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επίλυσης µε τη µέθοδο των µετακινήσεων 

Σχήµα 3.19 
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Σχήµα 3.20 
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Σχήµα 3.21 

 



 

3.10.2 Παράδειγµα επίλυσης
 

Έστω ότι έχουµε το φορέα
σχεδιαστούν τα διαγράµµατα
q, vz2 και  ∆t12. 

∆Ε∆ΟΜΕΝΑ:  

Γεωµετρία: Φόρτιση
L1 = 5.00m q = 15 kN/m
L2 = 3.00m vz2 = 0.03

 ∆t12 = + 25
  

 

                                            

Βήµα 1ο:  Καθορισµός του γεωµετρικού

Οι κόµβοι 1 και 3 του φορέα
να εµφανίσουν ούτε µετατοπίσεις
µετατοπιστεί κατακορύφως
οριζοντίως γιατί αυτό θα είχε
εκατέρωθεν δοκών (κάτι που
µοναδικός βαθµός ελευθερίας
στροφή του κόµβου αυτού
2 (σχήµα 3.23 (α) για ατενείς
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επίλυσης φορέα µε τη µέθοδο των µετακινήσεων 

το φορέα του σχήµατος 3.22. Να επιλυθεί µε τη ΜΜ
διαγράµµατα ροπών Μ και τεµνουσών Q για ταυτόχρονη

Φόρτιση: ∆οκοί / Στύλοι: 
q = 15 kN/m ΕΙ = 105 kNm2 

= 0.03m ΕΑ→ `ab → ∞ 
= + 25c αt = 1,2 · 10-5 / c 
 h = 0.60 m 

 

                                            Σχήµα 3.22  

του γεωµετρικού κυρίου συστήµατος (ΓΚΣ) 

του φορέα είναι πλήρως πακτωµένοι και εποµένως
µετατοπίσεις ούτε στροφές. Ο κόµβος 2 δεν µπορεί

κατακορύφως, λόγω της ακλόνητης κατά z στήριξης του αλλά
θα είχε ως συνέπεια την αυξοµείωση του µήκους των

κάτι που απαγορεύει η παραδοχή της ατένειας). Εποµένως
ελευθερίας, δηλαδή µοναδική δυνατότητα µετακίνησης
αυτού. Άρα, το ΓΚΣ προκύπτει πακτώνοντας δικινητά
ατενείς και (β) µη ατενείς δοκοί).  

Σχήµα 3.23 

τη ΜΜ και να 
ταυτόχρονη δράση των 

εποµένως δεν µπορούν 
µπορεί να 
του αλλά ούτε και 

µήκους των 
Εποµένως, ως 

µετακίνησης µένει η 
δικινητά τον κόµβο 



 

Στην περίπτωση κατά την
κόµβος 2 αποκτά τη δυνατότητα
τη διεύθυνση του άξονα x). 
ταυτόχρονη πάκτωση και οριζόντι
περίπτωση, θα επιλέξουµε το

Βήµα 2ο: Υπολογισµός των απαιτούµενων

Η κατάσταση “0” είναι η
φορτία στο ΓΚΣ ενός φορέα
συντίθεται από τρία διαφορετικά
της κατάστασης “0” προκύπτουν
αναπτύσσονται λόγω του καθενός
σχήµα απεικονίζονται οι παραµορφωµένες
αίτιο ξεχωριστά, καθώς και
µεγέθη έντασης. 
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κατά την οποία η δυστένεια των δοκών είναι πεπερασµένη
δυνατότητα οριζόντιας µετατόπισης (δηλαδή µετατόπισης

). Οπότε, στην περίπτωση αυτή το ΓΚΣ προκύπτει
και οριζόντια παγίωση του κόµβου 2 (3.23β). Σε αυτή

επιλέξουµε το ΓΚΣ (α) του σχήµατος 3.23.  

των απαιτούµενων µεγεθών έντασης της κατάστασης

είναι η κατάσταση κατά την οποία επιβάλλονται εξωτερικά
φορέα. Στη συγκεκριµένη περίπτωση, η εξωτερική

διαφορετικά φορτία (q, vz2 και  ∆t12). Τότε, τα µεγέθη
προκύπτουν από την επαλληλία των µεγεθών έντασης

καθενός από τα τρία αυτά φορτιστικά αίτια. Στο
απεικονίζονται οι παραµορφωµένες µορφές του ΓΚΣ για κάθε ένα

καθώς και τα απαιτούµενα για την περαιτέρω πορεία ε

Σχήµα 3.24 

πεπερασµένη, ο 
µετατόπισης κατά 
προκύπτει µε 

Σε αυτή την 

κατάστασης “0”  

επιβάλλονται εξωτερικά 
εξωτερική φόρτιση 

µεγέθη έντασης 
έντασης που 

αίτια. Στο παρακάτω 
κάθε ένα φορτιστικό 

πορεία επίλυσης 

 



 

Σύµφωνα µε την αρχή της
να υπολογιστούν οι ροπές της
αντίστοιχων ροπών λόγω των

Μ12,0 = K��,�e + K��,�fg�  + 

Μ21,0 = K��,�e + K��,�fg�  + 

Μ23,0 = K�S,�e + K�S,�fg�  + 

Μ32,0 = KS�,�e + KS�,�fg�  + 

Βήµα 3ο: Υπολογισµός των απα

Η κατάσταση “ξ1=1” είναι
θετική (σύµφωνα µε το χρησιµοποιηµένο
µετακίνηση κατά την έννοια
περίπτωση επιβάλλεται µία
ΓΚΣ παραµορφώνεται όπως

Οι αναπτυσσόµενες καµπτικές

Μ12,1 = 2 · � 8A7�h�· φ2 = 2 

Μ21,1 = 4 · � 8A7�h�· φ2 = 4 

Μ23,1 = 4 · � 8A7hi�· φ2 = 4 

Μ32,1 = 2 · � 8A7hi�· φ2 = 2 
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αρχή της επαλληλίας και µε βάση το παραπάνω σχήµα
ροπές της κατάστασης “0” του ΓΚΣ ως άθροισµα των
λόγω των τριών επί µέρους φορτίων. 

+ K��,�
j  = 31.25 + 720 + 50 = 801.25kNm 

+ K��,�
j  = -31.25 + 720 - 50 = 638.75kNm 

+ K�S,�
j  = 0 - 2000 + 0 = -2000kNm 

+ KS�,�
j  = 0 - 2000 + 0 = -2000kNm 

των απαιτούµενων µεγεθών έντασης της κατάστασης

είναι η κατάσταση κατά την οποία επιβάλλεται
το χρησιµοποιηµένο σύστηµα αναφοράς X-Z) µοναδιαία
έννοια του δεσµευµένου βαθµού ελευθερίας. Στη συγκεκριµένη

επιβάλλεται µία µοναδιαία στροφής στον κόµβο 2, λόγω της
παραµορφώνεται όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

Σχήµα 3.25 

 

αναπτυσσόµενες καµπτικές ροπές δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις

2 · ���kW �·1 = 40000kNm 

 · ���kW �·1 = 80000kNm 

 · ���kS �·1 = 133333.33kNm 

2 · ���kS �·1 = 66666.667kNm 

παραπάνω σχήµα µπορούν 
άθροισµα των 

κατάστασης “ ξ1=1” 

επιβάλλεται στο ΓΚΣ µια 
µοναδιαία 
Στη συγκεκριµένη 

λόγω της οποίας το 

 

παρακάτω σχέσεις: 
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Βήµα 4ο : Υπολογισµός των συντελεστών στιβαρότητας και φόρτισης  

Ο συντελεστής στιβαρότητας Κ11 είναι η αντίδραση (ροπή) που αναπτύσσεται στη 
δικινητή πάκτωση του κόµβου 2 στην κατάσταση “ξ1=1”. Από την ισορροπία ροπών 
(σχήµα 3.25) έχουµε: 

Κ11 = Μ21,1 + Μ23,1 = 80000 + 133333.33 = 213333.33kNm 

Παρατηρούµε ότι η τελική τιµή, αλλά και οι δύο «συνεισφορές» στο Κ11 είναι 
θετικές. Ο συντελεστής φόρτισης Κ10 είναι η αντίδραση (ροπή) που αναπτύσσεται 
στη δικινητή πάκτωση του κόµβου 2 στην κατάσταση “0”. Από την ισορροπία ροπών 
(σχήµα 3.24) έχουµε: 

Κ10 = Μ21,0 + Μ23,0 = -1361.25kNm 

Βήµα 5ο: Κατάστρωση του συστήµατος εξισώσεων και υπολογισµός των ξi 

 Η ολική αντίδραση Κ1, που εµφανίζεται στη θέση του κόµβου 2, όπου 
τοποθετήθηκε η δικινητή πάκτωση, προκύπτει από την εφαρµογή της αρχής της 
επαλληλίας και είναι: 

Κ1 = Κ11·ξ1 + Κ10 

Η αντίδραση αυτή, ως µη υπάρχουσα στον πραγµατικό φορέα αλλά µόνο στο 
ΓΚΣ, πρέπει να µηδενιστεί. Από την συνθήκη µηδενισµού της προκύπτει και η 
άγνωστη τιµή της στροφής ξ1 του κόµβου 2: 

Κ1 = Κ11·ξ1 + Κ10 = 0 → ξ1 = -�5�l5��� = 6.381 · 10-3 rad 

Βήµα 6ο: Τελικά µεγέθη έντασης λόγω της δεδοµένης φόρτισης 

∆ιαγράµµατα καµπτικών ροπών Μ λόγω q, vz2 και  ∆t12 

Ο υπολογισµός των τελικών µεγεθών Μ του φορέα επιτυγχάνεται µε την 
εφαρµογή της επαλληλίας χρησιµοποιώντας την σχέση: 

Μij = Mij,0 + Mij,1 ·ξ1 

Εφαρµόζουµε αυτή τη σχέση για τους κόµβους 1,2 και 3 και έχουµε: 

Μ12 = M12,0 + M12,1 ·ξ1 = 801.25 + (6.381 · 10-3)· 40000 = 1056.484kNm 

Μ21 = M21,0 + M21,1 ·ξ1 = 638.75 + (6.381 · 10-3)· 80000 = 1149.219kNm 

Μ23 = M23,0 + M23,1 ·ξ1 = -2000 + (6.381 · 10-3)· 133333.33 = -1149.219kNm 

Μ32 = M32,0 + M32,1 ·ξ1 = -2000 + (6.381 · 10-3)· 666666.667 = -1574.61kNm 



 

Για να σχεδιάσουµε τα διαγράµµατα
πρόσηµα των ροπών που υπολογίσαµε
να γίνει αυτό θα πρέπει να αντιστραφεί
των δοκών (δηλαδή των ροπών
των δοκών παραµένει το ίδιο
χρησιµοποιήσουµε για τη σχεδίαση

Μ12 = -1056.484kNm , Μ21

Μ32 = -1574.61kNm 

∆ιαγράµµατα τεµνουσών δυνάµεων
Οι τελικές τέµνουσες δυνάµεις
υπολογίσαµε νωρίτερα µε τη
εφαρµόζονται για κάθε δοκό
τον φορέα µε µια νοητή τοµή
(α) ∆οκός 1-2 µε δεδοµένη

ΣΜ(2) = 0 → Q12 = �e∙7�h� � 

ΣΜ(1) = 0 → Q21 = �e∙7�h� � 
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τα διαγράµµατα ροπών, πρέπει να µετασχηµατίσουµε
υπολογίσαµε µε βάση τη σύµβαση της ίνας αναφοράς

πρέπει να αντιστραφεί το πρόσηµο των ροπών στα αριστερά
των ροπών Μ12 και Μ23) ενώ το πρόσηµο των ροπών

παραµένει το ίδιο (Μ21 και Μ32). Έτσι, οι τιµές των ροπών που
για τη σχεδίαση του διαγράµµατος ροπών είναι: 

21 = 1149.219kNm , Μ23 = 1149.219kNm , 

Σχήµα 3.26 
 

τεµνουσών δυνάµεων Q λόγω q, vz2 και  ∆t12 

δυνάµεις, υπολογίζονται από τις τελικές καµπτικές
νωρίτερα µε τη βοήθεια των συνθηκών ισορροπίας, οι οποίες

κάθε δοκό ξεχωριστά, αφού προηγουµένως την αποσπάσουµε
νοητή τοµή. 
δεδοµένη φόρτιση και τελικά φορτία διατοµής βάσει ίνα

Σχήµα 3.27 
 � + �@h�V	@�h7�h � = 

�W∙W�  + 
��mn.��V(V��WZ.mpmYW  = 478.64� + �@h�V	@�h7�h � = 

�W∙W�  + 
��mn.��V(V��WZ.mpmYW  = 478

µετασχηµατίσουµε τα 
ίνας αναφοράς. Για 
στα αριστερά άκρα 

ροπών στα δεξιά 
ροπών που θα 

 

καµπτικές ροπές που 
οι οποίες 
αποσπάσουµε από 

βάσει ίνα αναφοράς: 

 

= 478.64kN 

78.64kN 



 

(β) ∆οκός 2-3 µε δεδοµένη
αναφοράς: 

ΣΜ(3) = 0 → Q23 = �@ihV	@7hi
ΣΜ(2) = 0 → Q32 = �@ihV	@7hi
 
Παρατηρούµε ότι για τον υπολογισµό
να χρησιµοποιηθούν οι τύποι
M ij , M ji οι τελικές καµπτικές
τέµνουσες στα άκρα της οµόλογης
αιτίων. Όλα τα µεγέθη εισάγονται

Στην περίπτωση µας, από τα
προκαλεί την εµφάνιση τεµνουσών
φορτία vz2 και  ∆t12  είναι καταναγκασµοί
αµφιέρειστη ισοστατική δοκό
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δεδοµένη φόρτιση και τελικά φορτία διανοµής βάσει ίνας

Σχήµα 3.28 
 @hi� = 

(V�Wqm.Z�YV(��mn.��YS  = -907.94kN @hi� = 
(V�Wqm.Z�YV(��mn.��YS  = -907.94kN 

τον υπολογισµό των τεµνουσών στα άκρα µιας δοκού
οι τύποι που απεικονίζονται στο παρακάτω σχήµα

καµπτικές ροπές στα άκρα της δοκού αυτής και Qij0 
της οµόλογης αµφιέρειστης δοκού i-j λόγω των φορτιστικών

µεγέθη εισάγονται µε τα πρόσηµά τους βάσει της ίνας αναφοράς

Σχήµα 3.29 
από τα φορτιστικά αίτια µόνο η κατανεµηµένη φόρτιση

εµφάνιση τεµνουσών δυνάµεων σε αµφιέρειστη δοκό. Ενώ
είναι καταναγκασµοί και εποµένως δεν προκαλούν ένταση

ισοστατική δοκό. 

βάσει ίνας 

 

µιας δοκού µπορούν 
σχήµα (3.29), όπου 

, Qji0 οι 
των φορτιστικών 
ίνας αναφοράς. 

 

κατανεµηµένη φόρτιση q 
δοκό Ενώ τα υπόλοιπα 

προκαλούν ένταση σε µια 



 

Βήµα 7ο : Έλεγχοι αποτελεσµάτων
 
Παρακάτω διενεργούνται 

 ∑�. = 0 + 0 + 0 = 0kN ∑�g = 478.64 – 1311.58 + 907.94 ∑K�	= -1056.48 + 1574.61 + (1311.58 

 
Οι παραπάνω τρεις συνθήκες
 

3.10.3 Μέθοδος Γωνιών Στροφής
 

Η µέθοδος βασίζεται στη
µε τις ακραίες µετακινήσεις
κάθε µέλους του φορέα.  

 
Μεθοδολογία  

 

Τα βήµατα επίλυσης µε τη
1. Καθορισµός κινηµατικής

µετακινήσεις των
2. Κατάστρωση των

µετακινήσεις (µετατοπίσεις
µέλους του φορέα

3. Γράφονται εξισώσεις
εκφράζουν ότι οι
επιβαλλόµενων ροπών
ασκούνται σε κάθε
ισορροπίας πρέπει
µετακινήσεων. Ως
ροπές στα άκρα του
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αποτελεσµάτων 

διενεργούνται τρεις ισορροπιακοί έλεγχοι για ολόκληρο τον φορέα

Σχήµα 3.30 

1311.58 + 907.94 –(15·5) = 0kN 

1056.48 + 1574.61 + (1311.58 ·5) –(907.94·8) + �15 ∙ Wh� � = 0.01 

συνθήκες ισορροπίας ικανοποιούνται. 

Γωνιών Στροφής 

βασίζεται στη κατάστρωση σχέσεων που συνδέουν τις ακραίες
µετακινήσεις (µετατοπίσεις και στροφές) και την ενδιάµεση

τη µέθοδο γωνιών στροφής είναι τα εξής: 
Καθορισµός κινηµατικής αοριστίας δηλαδή καθορίζονται οι άγνωστες
µετακινήσεις των κόµβων. 
Κατάστρωση των σχέσεων που συνδέουν τις ακραίες ροπές µε
µετακινήσεις (µετατοπίσεις και στροφές) και την ενδιάµεση φόρτιση

φορέα 

Μij = 
rstu (2θi + θj -3ψij) + FEMij 

εξισώσεις ισορροπίας για τους µη-δεσµευµένους κόµβους
ότι οι κόµβοι βρίσκονται σε ισορροπία υπό την επίδραση

επιβαλλόµενων ροπών. Αυτό σηµαίνει ότι το άθροισµα των ροπών
σε κάθε κόµβο ισούται µε µηδέν. Ο αριθµός των εξισώσεων
πρέπει να είναι ίσος µε τον αριθµό των αγνώστων

µετακινήσεων. Ως σύµβαση προσήµου θεωρούµε ότι όλες οι άγνωστες
άκρα του µέλους είναι θετικές όταν έχουν ωρολογιακή

ολόκληρο τον φορέα 

 

= 0.01 v 0kN 

τις ακραίες ροπές 
ενδιάµεση φόρτιση 

καθορίζονται οι άγνωστες 

ροπές µε τις ακραίες 
η φόρτιση κάθε 

δεσµευµένους κόµβους, που 
την επίδραση των 
των ροπών που 
των εξισώσεων 

αγνώστων 
όλες οι άγνωστες 
ωρολογιακή φορά. Η 
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ροπή που ασκείται στον κόµβο είναι πάντα ίση και αντίθετη µε τη ροπή 
που ασκείται στο άκρο τους µέλους. 

4. Αντικαθιστούµε τις σχέσεις από το βήµα 2 στις εξισώσεις ισορροπίας του 
βήµατος 3. Από την επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων προκύπτουν 
οι άγνωστες µετακινήσεις. 

5. Προσδιορίζονται οι ροπές στα άκρα των µελών του φορέα µε 
αντικατάσταση των τιµών των µετακινήσεων στις σχέσεις του βήµατος 2. 
Οι τέµνουσες προκύπτουν από τις εξισώσεις των ∆ΕΣ των µελών του 
δοκού και οι αντιδράσεις στις στηρίξεις από την ισορροπία των κόµβων. 

 

3.10.3.1 Παράδειγµα επίλυσης φορέα µε τη µέθοδο Γωνιών Στροφής 
 

Θα χρησιµοποιήσουµε ένα παράδειγµα για την καλύτερη κατανόηση της 
µεθοδολογίας επίλυσης. Έστω, ότι έχουµε µια δοκό µε 3 βαθµούς ελευθερίας (β.ε.). 

 
Σχήµα 3.31 

Οι 3 (β.ε.) είναι οι στροφές θA, θB και θC στους κόµβους A, B και C. Οι σχέσεις 
που συνδέουν τις ακραίες ροπές µε τις ακραίες στροφές κάθε µέλους έχουν τη γενική 
µορφή: 

w�xy	 = 	z(�x, �{, N1Y�{a	 = 	z(�{, �a, N1Y�{|	 = 	z(�{, �|, N2Y�|{	 = 	z(�|, �{, N2Y}               (1) 

 
Σχήµα 3.32	
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Ύστερα, καταστρώνονται εξισώσεις ισορροπίας για τους µη- δεσµευµένους 
κόµβους. Στην περίπτωση µας, γράφουµε 3 εξισώσεις ισορροπίας, όσες και ο αριθµός 
των αγνώστων µετακινήσεων (β.ε.): 

w Cό����	x:	�xy	 = 	0Cό����	y:	�yx	 � 	�{|	 = 	0Cό����	|:	K|{	 = 	0 �                 (2)	

 
 

Σχήµα 3.33 
 
Αν συνδυάσουµε τις εξισώσεις (1) και (2) προκύπτουν οι άγνωστες στροφές. Στη 

συνέχεια, µε γνωστές τις στροφές, υπολογίζουµε βάση της (1) τις ροπές στα άκρα 
κάθε µέλους.  

 

3.10.4 Μέθοδος Επικόµβιων Μετατοπίσεων 
 

Η µέθοδος Επικόµβιων Μετατοπίσεων (ΜΕΜ) αποτελεί θεµελιώδη βάση για τα 
περισσότερα προγράµµατα Η/Υ για την επίλυση φορέων. Στη µέθοδο των 
Επικόµβιων Μετατοπίσεων, όπως και στις άλλες µεθόδους µετακινήσεων, οι 
εξισώσεις ισορροπίας γράφονται ως προς τις άγνωστες µετακινήσεις στους κόµβους. 
Η ανάλυση υπερστατικών φορέων µε την ΜΕΜ βασίζεται στην επαλληλία δύο 
περιπτώσεων: 

� Παγιωµένος φορέας υπό την επίδραση της δοσµένης φόρτισης, και 
� Αρχικός φορέας υπό την επίδραση διαδοχικών µοναδιαίων µετακινήσεων 

ξn=1 (θn=1 ή ∆n=1) για n=1, …, N 

Παρακάτω, παραθέτονται αναλυτικά τα βήµατα επίλυσης της ΜΕΜ: 

1. ∆ιαµορφώνουµε τον παγιωµένο φορέα µέσα από τον συνδυασµό αµφίπακτων 
ή/και µονόπακτων µελών. Ύστερα, καθορίζονται οι ανεξάρτητες στροφές και 
οι ανεξάρτητες µετατοπίσεις των κόµβων που δεσµεύτηκαν κατά την παγίωση 
του φορέα. Η κινηµατική αοριστία Ν του φορέα µε τη ΜΕΜ εξαρτάται από 
τον τρόπο παγίωσης του φορέα (δηλαδή από την επιλογή αµφίπακτων ή/και 
µονόπακτων µελών). Κατά την διαµόρφωση του παγιωµένου φορέα συνήθως 
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γίνεται η παραδοχή ατένειας των µελών του φορέα, δηλαδή ότι αµελούνται οι 
αξονικές παραµορφώσεις. 

2. Φορτίζουµε τον παγιωµένο φορέα µε τη δοσµένη φόρτιση και υπολογίζουµε 
τις ροπές Μik,0 (και ενδεχοµένως  τις τέµνουσες Qik,0 και τις αξονικές δυνάµεις 
Nik,0) στα άκρα των µελών (κατάσταση “0”). Σύµβαση πρόσηµου: θετικές 
ροπές και στροφές στα άκρα των µελών θεωρούνται οι δεξιόστροφες. 

3. Στη συνέχεια, επιβάλλουµε διαδοχικά µοναδιαίους καταναγκασµούς ξn=1 
(n=1, …, N). Όταν επιβάλλεται η δέσµευση ξn=1, όλες οι άλλες µετακινήσεις 
ξm µε m≠n θεωρούνται µηδενικές. Σε κάθε µία κατάσταση ξn=1 υπολογίζουµε 
τις ροπές Μik,n (και ενδεχοµένως  τις τέµνουσες Qik,n και τις αξονικές δυνάµεις 
Nik,n) στα άκρα των µελών (κατάσταση “n”). 

4. Από τα εντατικά µεγέθη του βήµατος 2 (Μik,0, Qik,0, Nik,0) υπολογίζουµε τις 
αντιδράσεις Κm0 (δυνάµεις, ροπές) στις Ν δεσµεύσεις µε βάση τις συνθήκες 
ισορροπίας ΣΜ=0 στους κόµβους. Από τα εντατικά µεγέθη του βήµατος 3 
(Μik,n, Qik,n, Nik,n) υπολογίζουµε τις αντιδράσεις Kmn στις Ν δεσµεύσεις µε 
βάση τις συνθήκες ισορροπίας ΣΜ=0 στους κόµβους (Kmn είναι η δύναµη 
κατά τη διεύθυνση της µετακίνησης ξm όταν επιβάλλεται µοναδιαία 
µετακίνηση ξn=1). 

5. Καταστρώνουµε το γραµµικό σύστηµα των εξισώσεων ισορροπίας  
{ Κm0} + [ K mn ]{ ξm } = {0}        (m,n = 1, 2, …, N) 
Το οποίο επιλύεται για να προκύψουν οι άγνωστες µετακινήσεις ξ. Η 
παραπάνω εξίσωση βασίζεται στην αρχή της επαλληλίας και εκφράζει την 
απαίτηση µηδενισµού της ολικής αντίδρασης Κm του αρχικού φορέα που 
εµφανίζεται κατά το β.ε. m. 

6.  Υπολογίζουµε τα τελικά εντατικά µεγέθη. Με γνωστές τις µετακινήσεις, 
υπολογίζουµε τις ροπές στα άκρα i-k των µελών χρησιµοποιώντας την αρχή 
της επαλληλίας ως  

M ik  = Mik,0 +	∑�K&�,� ∙ ���						          για n = 1, 2, …, N 

από τις τελικές ροπές υπολογίζουµε τις τέµνουσες και αξονικές δυνάµεις στα 
άκρα των στοιχείων i-k µε τη βοήθεια των συνθηκών ισορροπίας. 

 

3.10.4.1 Παράδειγµα επίλυσης φορέα µε τη µέθοδο των Επικόµβιων Μετατοπίσεων 
 

Για να γίνουν καλύτερα κατανοητά τα βήµατα επίλυσης της ΜΕΜ θα 
χρησιµοποιήσουµε ένα παράδειγµα επίλυσης ενός φορέα, συγκεκριµένα ένα πλαίσιο 
(σχήµα 3.34) µε ΕΙ= σταθερό. 



 

 

Βήµα 1ο: το πλαίσιο έχει βαθµό
µετακίνηση είναι στροφή ξ
στον κόµβο 2. Άρα µορφώνουµε
πακτώνοντας τον αδέσµευτο

Βήµα 2ο: φορτίζοντας τον παγιωµένο
τις ροπές πάκτωσης Μik,0 στα

Μ23,0 = - 
��7n  = - 

�(�mY(�pYn  = 

Μ32,0 =  
��7n  =  

�(�mY(�pYn  = 96 

Βήµα 3ο: επιβάλλουµε µοναδιαία
πακτώνουµε τη δοκό στην παραµορφωµένη
προκαλεί ροπές στα άκρα των
ροπών- µετακινήσεων: 
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Σχήµα 3.34 

έχει βαθµό κινηµατικής αοριστίας ΒΚΑ=1.  Η µόνη
στροφή ξ1 στον κόµβο 2. Άρα χρειάζεται µια εξίσωση

µορφώνουµε τον παγιωµένο φορέα, ο οποίος προκύπτει
αδέσµευτο κόµβο 2 του αρχικού φορέα. 

Σχήµα 3.35 

τον παγιωµένο φορέα µε τη δοσµένη φόρτιση, υπολογίζουµε
στα άκρα του µέλους 2-3 (κατάσταση “0”). 

= -96 kNm (αντιωρολογιακή) 

= 96 kNm (ωρολογιακή) 

µοναδιαία ωρολογιακή στροφή (1 rad) στον κόµβο
στην παραµορφωµένη θέση (κατάσταση “1” ). Η στροφή

άκρα των µελών της δοκού που υπολογίζονται από τις

 

µόνη άγνωστη 
εξίσωση ισορροπίας 

προκύπτει 

 

φόρτιση, υπολογίζουµε 

στον κόµβο 2 και 
Η στροφή αυτή 

υπολογίζονται από τις σχέσεις 



 

Οι ροπές στα άκρα του µέλους
2: 

Μ12,1 = 
���Z  (0 + 1) = 

��S  

Μ21,1 = 
���Z  [2(1) + 0] = 

���S
Μ23,1 = 

����p  [2(1) + 0] = 
���n

Μ32,1 = 
����p  [2(0) + 1] = 

��n  

Βήµα 4ο: από την ισορροπία
αναπτύσσεται στην πάκτωση
ροπών των µελών που συνδέονται

Κ11 = Μ21,1 + Μ23,1 = 
���S �

Οι δυνάµεις και οι µετακινήσεις
πολλαπλασιάζονται µε το πραγµατικό

Η αντίδραση Κ10 που αναπτύσσεται
“0” από την ισορροπία ροπών

Κ10 = -Μ23,0 = -96 kNm                     
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Μik,1 = 
���7  (2θi +θk) 

Σχήµα 3.36 

του µέλους 1-2 και 2-3, λόγω της µοναδιαίας στροφής

��
 

��
 

 

ισορροπία του κόµβου 2, υπολογίζουµε την αντίδραση
πάκτωση στην κατάσταση “1” ,  και ισούται µε το άθροισµα

συνδέονται στον κόµβο 2. 

� ���n � p��n                                         

οι µετακινήσεις που προκύπτουν απ’ αυτό
µε το πραγµατικό µέγεθος ξ1 της στροφής στον κόµβο

που αναπτύσσεται στην πάκτωση του κόµβου 2 στην
ισορροπία ροπών ισούται µε 

                                                         

 

στροφής στον κόµβο 

αντίδραση Κ11 που 
το άθροισµα των 

 

αυτό το βήµα 
στον κόµβο 2. 

 2 στην κατάσταση 

 



 

Βήµα 5ο: η ολική αντίδραση
από την εφαρµογή της αρχής

Κ1 = Κ11· ξ1 + Κ10 

Αφού στην πραγµατική δοκό
µηδενιστεί. Από την απαίτηση

Κ11· ξ1 + Κ10 = 0   → 
p��n 	ξ1

Βήµα 6ο: µε τη στροφή ξ1 

την επαλληλία των δυνάµεων
ροπών λόγω της µοναδιαίας
Μik,0.  

Μ12 = Μ12,0 + Μ12,1 · ξ1 = 0 + 

Μ21 = Μ21,0 + Μ21,1 · ξ1 = 0 + 

Μ23 = Μ23,0 + Μ23,1 · ξ1 = (

Μ32 = Μ32,0 + Μ32,1 · ξ1 = 96 + 

Χρησιµοποιώντας ∆ΕΣ για
δυνάµεις και οι αντιδράσεις
σχήµα 3.37. 
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αντίδραση Κ1 που εµφανίζεται στη θέση του κόµβου 2, 
της αρχής της επαλληλίας 

πραγµατική δοκό δεν υπάρχει αυτή η αντίδραση, τότε οφείλει
απαίτηση µηδενισµού της προκύπτει η τιµή της στροφής

1 – 96 = 0   → ξ1 = 
��p��  rad 

 γνωστή, υπολογίζουµε τις ροπές στα άκρα κάθε
δυνάµεων σε κάθε κόµβο. ∆ηλαδή προσθέτουµε τις τιµές

µοναδιαίας στροφής, αφού τις πολλαπλασιάσουµε µε ξ

= 0 + 
��p��  ���S � = 36 kNm (ωρολογιακή) 

= 0 + 
��p��  ����S � = 72 kNm (ωρολογιακή) 

= (-96) + 
��p��  ����n � = -72 kNm (αντιωρολογιακή

= 96 + 
��p��  ���n � = 108 kNm (ωρολογιακή) 

∆ΕΣ για κάθε µέλος του πλαισίου υπολογίζονται οι τέµνουσες
αντιδράσεις του φορέα. Τα τελικά αποτελέσµατα φαίνονται

Σχήµα 3.37 

 

 

κόµβου 2, προκύπτει 

οφείλει να 
της στροφής ξ1: 

άκρα κάθε µέλους από 
προσθέτουµε τις τιµές των 

πολλαπλασιάσουµε µε ξ1 µε τις ροπές 

αντιωρολογιακή) 

υπολογίζονται οι τέµνουσες 
φαίνονται στο 



~ 88 ~ 

 

3.10.5 Μέθοδος των Mετατοπίσεων µε Κατανοµή των Ροπών (ΜΚΡ ή Cross). 
 

Η µέθοδος Cross επινοήθηκε από τον αµερικανό καθηγητή Hardy Cross το 1932 
από τον οποίο και πήρε το όνοµά της. Με τη µέθοδο αυτή επιλύουµε συνεχείς δοκούς 
και πλαίσια. Κατά την επίλυσή τους µε τη µέθοδο αυτή δεν επιλύουµε συστήµατα 
πολλών γραµµικών εξισώσεων µε πολλούς αγνώστους, όπως συµβαίνει στις άλλες 
µεθόδους επίλυσης υπερστατικών φορέων (π.χ. µέθοδος ∆υνάµεων). Χρησιµοποιείται 
µέχρι και σήµερα για την επίλυση συνεχών δοκών, πλακών από οπλισµένο µπετό και 
πλαισίων, χάρη στην απλότητα που τη διακρίνει. Βελτίωση της µεθόδου Cross για 
πλαίσια µε µεταθετούς κόµβους αποτελεί η µέθοδος του Kani. 

Κατά τη µέθοδο Cross θεωρούνται αρχικά όλοι οι κόµβοι πακτωµένοι. Τότε σε 
κάθε κόµβο προκύπτουν ροπές τέτοιες ώστε να µην ισχύει η εξίσωση ΣΜ = 0. Οπότε 
εµφανίζεται µια ροπή ∆Μ την οποία καλούµε διαφορά ροπής στον κόµβο, η οποία 
πρέπει να διορθωθεί. Γι αυτό απελευθερώνεται µόνο ένας κόµβος, ενώ οι υπόλοιποι 
παραµένουν πακτωµένοι. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται έως ότου σε κάθε κόµβο το 
άθροισµα των ροπών να ισούται µε το µηδέν. 

 
Και οι δύο µέθοδοι στηρίζονται στις γνωστές σχέσεις ροπών-στροφών: 

ΜΑΒ = 2ΕΑ(2φΑ + φΒ -3ψΑΒ) + (Θ.Ρ.Π)ΑΒ 

ΜΒΑ = 2ΕΑ(2φΒ + φΑ -3ψΑΒ) + (Θ.Ρ.Π)ΒΑ 

Όπου Α = Ι/l ο δείκτης ακαµψίας µιας δοκού ΑΒ και Θ.Ρ.Π. η θεµελιώδης ροπή 
πάκτωσης. Η πρώτη σχέση µπορεί να γραφτεί και ως εξής: 

ΜΑΒ = 4ΕΑ φΑ + 2ΕΑφΒ -6ΕΑψΑΒ + (Θ.Ρ.Π)ΑΒ 

Η παραπάνω σχέση δείχνει ότι η ροπή που αναπτύσσεται στο άκρο Α της ΑΒ µπορεί 
να θεωρηθεί ως άθροισµα 4 όρων: 

- Της ροπής (Θ.Ρ.Π)ΑΒ  που θα είχαµε στη διατοµή Α αν θεωρούσαµε τους 
κόµβους Α και Β πακτωµένους, δηλαδή άστρεπτους και αµετάθετους. 

- Της ροπής -6ΕΑψΑΒ  που οφείλεται σε δεξιόστροφη γωνία στροφής ψΑΒ της 
ΑΒ. 

- Της ροπής 2ΕΑφΒ που οφείλεται σε στροφή της διατοµής Β κατά γωνία φΒ 
(δεξιόστροφη) 

- Της ροπής 4ΕΑ φΑ που οφείλεται σε στροφή της διατοµής Α κατά γωνία φΑ 
(δεξιόστροφη) 

Για να βρούµε τη ροή ΜΑΒ µπορούµε να θεωρήσουµε ξεχωριστά κάθε µια από τις 
παραπάνω 4 «φορτίσεις» και να προσθέσουµε τα επιµέρους αποτελέσµατα. 

Η ιδέα του Cross για την επινόηση µιας νέας µεθόδου στηρίχτηκε στη παρακάτω 
σκέψη: 
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Αν θεωρήσουµε του κόµβους Α και Β άστρεπτους και αµετάθετους, οπότε εύκολα 
βρίσκουµε τη Θεµελιώδη ροπή πάκτωσης του ΑΒ, πως µπορούµε να φτάσουµε στη ροπή 
ΜΑΒ , χωρίς να λύσουµε συστήµατα εξισώσεων; 
 
Οι απλοί (αλλά πολύ έξυπνοι) συλλογισµοί του φαίνονται στη (πρώτη) σχέση του 
ΜΑΒ.  
 

3.11 Άλλες ειδικές µέθοδοι επίλυσης υπερστατικών φορέων 

3.11.1 Μέθοδος του Kani 
 
Η µέθοδος του Kani του Γερµανού µηχανικού Kani χρησιµοποιείται για την επίλυση 
ορθογωνικών πλαισίων µε αµετάθετους ή µεταθετούς κόµβους, όπου παραλείπονται 
οι µεταβολές µηκών των ράβδων δηλαδή λαµβάνονται υπόψη έργα µόνο από 
καµπτικές ροπές. Η µέθοδος αυτή, ουσιαστικά αποτελεί παραλλαγή της µεθόδου 
Cross και επιτρέπει την κατανοµή των ροπών που οφείλονται σε στροφή και 
µετάθεση των κόµβων σε ένα µόνο στάδιο. Όντως, οι ροπές στο άκρο µιας ράβδου 
αποτελούνται, ως γνωστόν, από ροπές κατανοµής και µεταβίβασης. Αν τις 
διαχωρίσουµε και τις προσθέσουµε ξεχωριστά, η τελική ροπή θα αποτελείται από δύο 
προσθετέους. Μεταξύ των δύο αυτών προσθετέων ισχύει µια σταθερή σχέση, η οποία 
οδήγησε τον Kani στην τροποποίηση και απλοποίηση της µεθόδου Cross.  Η µέθοδος Kani 
είναι ταχύτερη όλων των άλλων, οι οποίες  επινοήθηκαν ώστε να γίνει σε ένα και µόνο 
στάδιο η κατανοµή  των ροπών σε πλαίσια µεταθετών κόµβων. Επιπλέον, έχει το 
πλεονέκτηµα να απαλείφει τα σφάλµατα κατά την κατανοµή. Το µόνο µειονέκτηµά της είναι, 
ότι εφαρµόζεται µόνο σε ορθογωνικά πλαίσια. Τα πλαίσια αυτά όµως συναντώνται 
συνήθως στη πράξη ιδίως σε οικοδοµικά έργα. Κατά τον αντισεισµικό υπολογισµό 
τέτοιων πλαισίων ενδείκνυται η χρησιµοποίηση της µεθόδου Kani. 

 

3.11.2 Η εξίσωση των τριών ροπών ή Clayperon 
 

Η εξίσωση των τριών ροπών η οποία δηµιουργήθηκε από τον Clayperon επιλύει 
µόνο συνεχείς δοκούς. Συνεχής δοκός ονοµάζεται η δοκός η οποία έχει περισσότερα από ένα 
ανοίγµατα και έχει µόνο από τη µία στηρίξεις της άρθρωση και τις υπόλοιπες κυλίσεις. Η µεν 
άρθρωση παραλαµβάνει όλες τις οριζόντιες δυνάµεις που αναπτύσσονται , λόγω 
ανεµοπίεσης, τροχοπέδησης κ.α., οι δε κυλίσεις χρησιµεύουν, για να επιτρέπουν την 
ελεύθερη παραµόρφωση της δοκού, λόγω συστοδιαστολών. Η συνεχής δοκός δεν 
διακόπτεται από καµία ενδιάµεση άρθρωση και γι’ αυτό ονοµάζεται συνεχής. Στην πράξη 

αποφεύγεται να κατασκευάζονται συνεχείς δοκοί σε εδάφη κακής ποιότητας και στις 
γέφυρες διότι οι συνεχείς δοκοί ως υπερστατικοί θα εµφανίσουν ροπές µεγαλύτερες 
εκείνων που θα υπήρχαν, πριν από τις υποχωρήσεις. 

Η µέθοδος Clayperon επιλύει και δοκάρια, όπου οι ακραίες στηρίξεις είναι πακτώσεις και 
πρόβολοι. Γενικά σε µια συνεχή δοκό εµφανίζονται θετικές ροπές στα ανοίγµατα και 
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αρνητικές στις στηρίξεις. Η εξίσωση των τριών ροπών ή Clayperon  έρχεται να υπολογίσει 
τις ροπές των στηρίξεων ώστε να κατασκευάσουµε το διάγραµµα ροπών κάµψης, και απ’ 
αυτό τα διαγράµµατα τεµνουσών και αξονικών δυνάµεων. 

 
Θα χρησιµοποιήσουµε ένα παράδειγµα για να δείξουµε πως υπολογίσθηκε η εξίσωση 
των τριών ροπών. Έστω ότι έχουµε µια τριέρειστη δοκό και λαµβάνουµε δύο 
ανοίγµατα τα οποία θεωρούµε σαν δύο αµφιέρειστες δοκούς, τοποθετώντας όλα τα 
στατικά µεγέθη, φορτίσεις, αντιδράσεις και ροπές στηρίξεις. 

 
Σχήµα 3.38 

Ελαστική γραµµή λόγω εξωτερικής φόρτισης 
 

Τα παρακάτω σχήµατα απεικονίζουν τις φορτίσεις µε τα διαγράµµατα ροπών κάµψης 
από την εξωτερική φόρτιση (3.39) και τις µε τα διαγράµµατα ροπών κάµψης 
προερχόµενων από τις Μl ,Mm και Mr (3.40). 
 

 
Σχήµα 3.39 
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Σχήµα 3.40 

Η εφαπτόµενη της ελαστικής γραµµής στη µεσαία στήριξη σχηµατίζει µε τον άξονα 
της απαραµόρφωτης δοκού ίσες και αντίθετες γωνίες δηλαδή: 

βl = -αr                              (1)   
εφαρµόζουµε την πρώτη πρόταση του Mohr, κατά την οποία η γωνία η οποία 
σχηµατίζεται από την εφαπτοµένη της ελαστικής γραµµής που διέρχεται από το 
σηµείο στήριξης, µε τον άξονα της απαραµόρφωτης δοκού είναι ίση µε την 
αντίδραση της στήριξης αυτής, η οποία προκαλείται από µια φόρτιση της δοκού που 
είναι το ανηγµένο διάγραµµα των ροπών κάµψης προερχόµενο από την εξωτερική 
φόρτιση διηρηµένο δια του µέτρου ακαµψίας της δοκού ΕJ. 
Οπότε από την εφαρµογή της πρώτης πρότασης του Mohr στα ανωτέρω σχήµατα θα 
έχουµε: 

βl = 
D�l�8G  + 

D���8G       (2) 

αr = 
D�l�8G  + 

D���8G        (3) 

Από την συνθήκη ισορροπίας ΣΜ=0 υπολογίζουµε τις αντιδράσεις ��@�  και �9@� . 
 ����  = 0 → ��@� · ll - �K�	 ∙ �� ∙ ���� -��� ∙ ��(KI K�Y ∙ �S ��� = 0 → ��@� · ll - K�	 ∙ �� ∙ ��� - 

�S �� ∙ ��KI � �S �� ∙ ��K� 	= 0 

→	��@� · ll  - 
�S �� ∙ ��KI  �Z �� ∙ ��K�	= 0 

→ ��@� =  
�S ∙ ��KI  �Z ∙ ��K�	                                                 (4) 

 

����  = 0 → �9@� · lr - �K�	 ∙ �� ∙ ���� -��� ∙ ��(KI K�Y ∙ �S ��� = 0 → �9@� · lr - K�	 ∙ �� ∙ ���  - 
�S �� ∙ ��KI � �S �� ∙ ��K�	= 0 

→	�9@� · lr  - 
�S �� ∙ ��KI  �Z �� ∙ ��K�	= 0 

→ �9@� =  
�S ∙ ��KI  �Z ∙ ��K�	                                               (5) 
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Αντικαθιστώντας τις (4) και (5) στις (2) και (3) παίρνουµε: 

βl = 
D�l�8G  + 

@�∙��S8G  +	@�∙��Z8G            (6) 

αr = 
D�l�8G  + 

@�∙��S8G  +	@�∙��Z8G           (7) 

και αντικαθιστώντας τις (6) και (7) στην (1) 

D�l�8G  + 
@�∙��S8G  +	@�∙��Z8G  = - 

D�l�8G  + 
@�∙��S8G  +	@�∙��Z8G           (8) 

Έχοντας την ροπή αδράνειας J πολλαπλασιάζουµε την (8) µε 6EJ οπότε έχουµε: 

K� ∙ �� + 2Μm (ll +lr) + Mr ·lr = -6�9��  6����  

Αντικαθιστώντας το 2ο µέλος της εξίσωσης µε Cm προκύπτει η εξίσωση Clayperon: 

K� ∙ �� + 2Μm (ll +lr) + Mr ·lr = Cm 

Όπου Cm  ο φορτικός συντελεστής 

Η ανωτέρω εξίσωση προέκυψε, εφόσον θεωρήσαµε τη ροπή αδράνειας J σταθερή, 
εάν όµως διαφέρει από άνοιγµα σε άνοιγµα, τότε πολλαπλασιάζουµε ολόκληρη την 
εξίσωση µε τη ροπή αδράνειας ενός οποιουδήποτε ανοίγµατος την οποία ονοµάζουµε 
Jc . Αντί των ροπών αδράνειας θα παρουσιάζονται οι λόγοι: 

� ∙ �J� = �′ 
Η εξίσωση Clayperon θα πάρει τη µορφή: 

K� ∙ �′� + 2Μm (�′� +�′�) + Mr ·�′� = -6	G�G �9��  6 G�G ���� = C’m 

Η εξίσωση Clayperon εφαρµόζεται σε δύο ανοίγµατα συνεχούς δοκού. Εάν η δοκός 
έχει περισσότερα από δύο ανοίγµατα εφαρµόζουµε την εξίσωση ανά δύο ανοίγµατα, 
παίρνοντας µε τη σειρά από αριστερά προς τα δεξιά. 

 

3.11.3 Σύγχρονες µέθοδοι επίλυσης 
 

Η ιστορία εξέλιξης των σύγχρονων µεθόδων ανάλυσης των κατασκευών είναι 
συνυφασµένη µε ιστορία εξέλιξης των υπολογιστών. Η εµφάνιση τους και η 
αλµατώδης εξέλιξή τους επηρέασαν καθοριστικά την ανάπτυξη νέων µεθόδων. Οι 
σύγχρονες µέθοδοι ανάλυσης έχουν τη βάση τους στις κλασικές µεθόδους, τη µέθοδο 
των ∆υνάµεων και τη µέθοδο των Μετακινήσεων µε κατάλληλη µητρωϊκή διατύπωση 
η οποία είναι απαραίτητη για τον προγραµµατισµό τους στον Η/Υ.  Η πλέον 
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διαδεδοµένη και ευρέως χρησιµοποιηµένη µέθοδος είναι η µέθοδος της Άµεσης 
∆υσκαµψίας (Direct stiffness Method) η οποία αποτελεί την εφαρµογή της µεθόδου 
των Πεπερασµένων Στοιχείων σε ραβδωτούς φορείς. Είναι η µέθοδος που 
χρησιµοποιούν σχεδόν όλα τα εµπορικά προγράµµατα ανάλυσης κατασκευών.  

Επιπλέον, µια σύγχρονη  «προγραµµατιστική» παραλλαγή της ΜΜ είναι η 
Μέθοδος Στιβαρότητας και εντάσσεται στην γενικότερη λογική της Μεθόδου των 
Πεπερασµένων Στοιχείων. Παράλληλα µε την µέθοδο Στιβαρότητας, στις δεκαετίες 
του ’50 και του ’60 αναπτύχθηκε και η Μέθοδος της Ενδοσιµότητας που αποτελεί τη 
µητρωϊκή διατύπωση της κλασικής Μ∆. 
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